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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Этот труд является воспроизведением курса, читанного в течение 1-го 

семестра 1925/26 г. на физико-математическом факультете Парижского 

университета. В основном я придерживался точки зрения, принятой мною 

в посвященном этой же теме девятом выпуске сборника Метог!а|1 de 

Mathématiques. Почти всюду я употреблял аналитический аппарат, 

связанный с координатной системой, в которой задан линейный элемент 

изучаемого пространства. Это побудило меня дать символику ковариант- 

ного диференцировайия, которую я постарался ввести так, чтобы воз- 

можно больше обнажить существенно геометрическую сторону дела И 

сохранять все время самую тесную связь с евклидовой геометрией. 

Несмотря на большие услуги, которые оказало и еще будет оказывать 

математикам ковариантное диференцирование Риччи и Леви-Чивита, мы 

будем по возможности избегать слишком формальных выкладок, в кото- 

рых вакханалия индексов маскирует геометрическую картину, подчас очень 

простую. Именно эту геометрическую картину я старался сделать воз- 

можно более очевидной. 

Я уделил достаточно много внимания интересной проблеме изучения 

пространств, которые, будучи локально (1оса!втеп{) евклидовыми, отли- 

чаются от нашего обычного пространства своей топологической структу- 

рой; это —то, что немецкие математики называют пространственными 

формами Клиффорда-Клейна. Перспективы, которые открывают основаниям 

элементарной геометрии и некоторым теориям анализа решение этой 

проблемы, показались мне достаточно веским поводом для того, чтобы 

посвятить ей ряд страниц. Отчасти в силу тех же соображений я обратил 

внимание на важную роль, которую играют в геометрии аксиома плоскости 

И аксиома свободной подвижности, теснейшим образом связанные одна 

с другой. Это меня привело, вполне естественно, к обзцему изучению 

неевклидовых геометрий, в частности для случая двух измерений. То 

обстоятельство, что такое изучение может оказать существенные услуги 

различным отделам математики, не нуждается, впрочем, в обосновании. 

Две первые ноты, которыми заканчивается труд, возвращаются снова 

к некоторым понятиям, изученным уже в основном тексте работы; но 

здесь делаются гипотезы, накладывающие значительно меньшие требова-
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ния на аналитический характер коэфициентов основной диференциальной 

формы. Я думаю, что в этом отношении понятие линейной (не поверх- 

ностной) римановой кривизны еще не рассматривалось; она найлет, 

безусловно, приложения в теории относительности. Третья нота, `посвя- 

щенная пространствам с переменной отрицательной кривизной, примыкает 

к классическому мемуару Адамара о геодезических линиях на поверх- 

ностях, главные кривизны которых имеют всюду противоположные знаки. 

Библиографический указатель в конце книги ограничивается наиболее 

важными работами и мемуарами, связанными с изучаемым предметом. 

Мне пришлось оставить в стороне большое количество важных проблем. 

Они составят, быть может, содержание следующего тома, где будет 

изложен метод подвижного прямоугольного репера и его многочисленные 

приложения. 
Э. Картан



ГЛАВА 1 

ДЕКАРТОВЫ КООРДИНАТЫ; ВЕКТОРЫ, ПОЛИВЕКТОРЫ, 
ТЕНЗОРЫ 

1. Векторы, декартовы координаты 

1. Мы предполагаем, что читателю известны классические теоремы 
о сложении векторов. Напоминаем, что если обозначать вектор буквой 
жирного шрифта: х, то символом тх, где т — числовой коэфициент, 
обозначается вектор, параллельный вектору Х, длина которого находится 
в отношении т к длине вектора Х и который направлен так же, как 
и вектор х, или же в противоположную сторону, в зависимости от того, 
будет ли т положительно или отрицательно. 

Напомним также, нто если в П-мерном евклидовом пространстве вы- 
брать прямоугольные оси координат, то квадрат длины вектора X, KOM- 
понентами которого служат числа Х\, Х., ..., Х„, выразится так: 

Ж+Ж +... + Хи; 

скалярное произведение двух векторов Х и у с компонентами Ху и Y, 
запишется аналогично: 

ху= А, 7, А. +... А, 7, 

Заметим, что это скалярное произведение может быть получено как 
коэфициент при 2А в выражении квадрата длины вектора х - Ly: 

e  , 

t 

м 372 — 2 2 2 (х-+ лу) = х* + 2% ху + зу‘ = УХ; +2 YX, +) У. 

Скалярное умножение двух векторов коммутативно и дистрибутивно; это 
выражается следующими формулами: 

ху =ух; (X+yYy)Z=XZ-+ уг. 

Наконец, косинус угла У между двумя векторами Х иу дается сле- 
дующей формулой: 

У хи, 
Со И =. (1) 

Wey? V >” Ny 
ad ms 
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2. В обыкнощенном пространстве наиболее общую систему декартовых 
оординат получают следующим образом: в качестве координатных осей 

беруг три совершенно произвольные прямве Ох,, Ох,, Ох, и на каждой 
из них выбирают свою единицу длины. Координатами'некоторой точки М 

будут тогда алгебраические числа, измеряощие проекции вектора ОМ 
на эти оси, причем каждая проекция измеряется единицей длины, взятой 
на соответствующей оси, а проектирование проводится параллельно 
плоскости, определенной двумя другими осями. Эти координатные системы, 

более общие, чем те, которые обычно рассматриваются в аналитической 
геометрии, обладают, очевидно, следующим свойством: от одной № них 
к любой: лругой можно перейти посредством линелного преобразования 
с постоянными коэфициентами. 

В самом деле, пусть ху, хо, хз будут координаты -нового начала отно- 
сительно старой системы; кроме того, обозначим проекции единичных 
векторов новой системы на оси старой соответственно через 

a 

(O'x;) би, @1, @з, | 
Р.Р - 

(O'x,) Bio, Faq, 325 . 
} р 

(O'x;) @13 Fag, Faq. , 
и 

Переход от координат х,, х., х. некоторой точки, , отнесенной К Новой 
системе. координат, к коардинатам х,, х,, Хх, этой же точки в старой 
координатной системе, совершается по формулам: \ 

— у9 , , , 
Hy XY а 1^, - 412, 413, 

_ щ-0 , ° , ’ 
Хх. = Хо - @51^1 + 40х. - а, 3х, 

— х0 , , , 

Xz = Hy + Ag X, + AgyXy + AgyXy. 

Обратно, всякая группа формул, имеющая только что указанный вил, 
определяет некоторое преобразование декартовых координат, причем 
старая система координат может быть выбрана произвольно. 

Если -мы имеем дело с вектором, то формулы преобразования его 
координат принимают вид: - 

X, =a,,X; + aX) Е a, Xs, 

. X, = aX; + ав. + азХз, 

№: =аиА, фазА, фазА:, | 

где через А, Х,, Х., обозначены npoexhun вэктора на старые оси, 
а через Х’», Х,› и Х, —его же проекции на новые оси. 

Эти рассуждения без труда могут быть обобщены в случае просгран- 
ства п измерений. ' 

3. Компоненты вектора в произвольной декартовой системе координат 
получаются из его же компонент в прямоугольной координатной системе 
с помощью линейного однородного преобразования; поэтому квадрат
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длины вектора с компонентами Х,, Х.,..., Х„ будет дан квадратичной 

формой 1): 
— 2 

iJ 

Знание коэфициентов этой формы позволяет образовать скалярное 

произведение любых двух векторов х, у. В самом деле: 

/ (ху = У а, ХХ, + 2. УЕ, + Ув, 
ty] t,J i,j 

orkyna (n°1) | 

ху — УЕ, А: +... +8 (М7, + Х,У,) +... (3) 
t,J 

При этом нужно считать, что индексы #& /] принимают независимо один 
от другого все возможные значения от единицы до п. 

Отсюда немедленно получается формула для косинуса угла между 
двумя векторами: 

x 8 их, 

cos V = ^1 (4) 

V de gi5X; CGY Dera 

1,5 

  

Коэфициенты 5; можно геометрически интерпретировать как скалярныс 
произведения’ (попарно) единичных координатных векторов. В самом деле, 

если обозначить эти векторы через е,, е.,...,е„, то вектор е,; имеет 
гсе компоненты равными нулю, за исключением {-Йй компоненты, которая 
фавна единице; применяя Формулу (3), получим: 

ее, — 5‘. (5) 
— 

4. Будем отныне отмечать компоненты вектора индексами, поставлен- 
ными сверху (верхними индексами): 

= X'e, + X3e, 4 oe + XN, 

Введем, следуя Риччи и Леви-Чивита, п новых величин Х, (не смеши- 
вать с теми, которые изображались таким образом в предыдущих номе- 
рах!). Под х. будем понимать, по определению, скалярное произведе- 
ние Хе, данного вектора Х на единичный вектор е;. Формула (3) тогда 
даст: 

ЕЁ —п 

Хх, = Увы (1=1,2,....п). (6) 

1) Необходимые здесь и в дальнейшем тексте сведения о квадратичных формах 
Читатель найдет в книге М. Бохера, «Введение в высшую алгебру», ГТТИ, .1933 г., 
Главы Х и Х!. Прим. ред.
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Введение этих новых величин, которые называются ковариантными 
компонентами вектора, в отличие от обыкновенных компонент АХ‘, назы- 
ваемых его контравариантными компонентами, позволяет представить 
координатное выражение скалярного произведения двух вектороз Хх, у 
следующим образом (два способа представления): 

ху =2*"' = ху, (7) 

Для квадрата длины вектора получаем следующее выражение: 

# — i х— Ул, ^. (8) 
$ 

Чтобы сделать обратный переход от ковариантных компонент вектора 
к его контравариантным компонентам, нужно использовать следующие 
формулы: 

i=) ik № = . gX,, (9) 

где через 2 обозначены приведенные миноры определителя: 

® §11 812 °°: &1n 

Eat 8 из see Ean | 

соответствующие элементам 87, (т. е. миноры этого определителя, 
деленные на значение самого определителя). 

Заметим, что вектор, все контравариантные компоненты которого, за 
исключением 1-Й, равны нулю, параллелен {-Й оси координат; если же 
У кектора равны нулю все ковариантные компоненты за исключением [-й, 
то такой вектор перпендикулярен всем координатным осям, за исключе- 
нием 1-й, т. е. перпендикулярен (п — 1)-мерной гиперплоскости, опреде- 

ленной этими (п— 1) осями. 
Ясно, что в прямоугольных координатах ковариантные и контравариант- 

ные компоненты вектора совпадают. 

ПИ. Бивекторы, системы бивекторов 
/ 

5. Бивектором называют фигуру, образованную двумя векторами .х, у, 
взятыми в определенном порядке. 

Это определение не имеет смысла, пока не будет определено равенство 
двух бивекторов. 

Свяжем с бивектором параллелограм ОАСВ, стороны которого ОД и 
ОВ равны и параллельны векторам х, у, и установим направление обхода 
по контуру этого параллелограма, начиная его с ОА. Установив это, 
будем говорить, что два бивектора равны, если связанные с ними парал-
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лелограмы лежат в одной плоскости (или в параллельных плоскостях), 

имеют одинаковые площади и одинаковое направление обхода. Плоскостью 

бивектора мы будем называть плоскость, в которой лежит связанный 

с ним параллелограм, или любую ей параллельную плоскость. 

Пусть даны два равных бивектора, один из которых определен векторами 

хиу, другой — векторами И и У. Уравнения, выражающие, что некоторый 

‚ектор 2 перпендикулярен к плоскости первого бивектора, имеют вид: 

ZX' 4 2. А+... + Z,X" =0, 

Z,Y' ++... + 7,7" =0. 

Мы видим, что компоненты 0,,..., („ этого вектора связаны одним 

единственным соотношением, которое можно получить, исключая Zi ИЗ 

написанных выше равенств, а именно. 

7, (ХУ — ХЗУ1) + 2, (МУЗ — ХЗ) +... +2, (МУ — XY") = 0. 

Положим: 
, РИ — ХУ — ХЛ", (10) 

и аналогично: 
Qi =U Vi— UV’, 

> Z,P% =0, > 2.Q"= 0 
#>1 #>1 

Два уравнения 

должны быть эквивалентными, поэтому величины РЁ и О! пропорцио- 
‘j 

нальны. Это обозначает в сущности только то, что отношение on 

остается неизменным, если изменяется только один из индексов { или /. 
Отсюда тотчас же следует, что то же имеет место, каковы бы ни были 
оба индекса. /Лервое условие равенства двух бивекторов выражается, 
таким образом, соотношениями вида: 

Qt —)рЯ. 

Аналогичное рассуждение приведет нас, как нетрудно заметить, к соот- 

ношениям: 

Qi; — ИР, ,, 

в которых положено: 

Р;= ХУ, — Х,У; Q,,=U,V,— U,V, (11) 

причем ясно, что &=). 
6. Чтобы выразить второе „условие равенства бивекторов, попробуем 

подсчитать площадь параллелограма ОАСВ, связанного с первым из дан- 
ных бивекторов. Обозначив квадрат этой площади через и, получим: 

а ae ee ee” 
m* = OA? . OB*.sin? AO B= OA*.OB—(OA-O8 cos AOB)*? = 

x* xy 
— 2, 2 `® — х*. у“ — (ху, ух у? 

  

 



12 ГЛАВА 1 

Заменяя скалярные произведения их значениями, получим: 

‚|; xX UX, 
m* = 1 e 

LY,X' у 

Каждый член разложения правой части будет представлять собою 

произведение четырех множителей, в которое войдут только два различ- 

ных индекса, причем каждый из них войдет два раза вверху и два раза 

внизу. Совокупность членов, для которых этими двумя индексами служат 

единица и двойка, равна, очевидно, определителю: 

  

    

    

X,X'4+ XX” X VI+X, y*) _ X,X,| | X'X? pis 

УХ их Y,¥!1+¥Y,.Y7| у, У,| | ИУ |‘ 

Отсюду следует интересующая нас формула: 
/ 

Q 
— #7. 

m* = > P,,P у (12) 

суммирование в правой части равенства распространяется на все соче- 
тания из индексов 1,2,..., п по два: на это и указывает символ .({/), 
в противоположность 3Haky i, 7, который фигурирует в суммах фор- 

мул (2), (3) и (4). 
Вторым условием равенства двух бивекторов является, таким образом, 

Mol, т. е. 
09 — — Ри. 

” Третье условие (совпадение направлений обхода) сведется, очевидно, 
к выбору знака - в предыдущей формуле: мы приходим, таким образом, 
к следующей теореме: - 

Чтобы два бивектора были равны, необходимо и достаточно, что- 

бы n(n— I) величин Р®, определенных формулами (10), были у обоих 
2 

бивекторов одинаковы. ‘ 
Эти величины РУ называются координатами бивектора. 
Условия равенства бивекторов могут быть также сведены к равенству 

величин Р;., которые называются ковариантными компонентами бивек - 
тора, в отличие от РУ, которые называются его контравариантными 
компонентами. | 

Отметим, наконец, формулу (12), которая дает квадрат меры !) 
бивектора. 

7. Для того, чтобы найти условия равенства двух бивёкторов, можно 
итти и другим путем. Условия, зыражающие, что некоторый вектор 2 
параллелен плоскости бивектора, определенного с помощью векторов х, у, 

» 

1) То-есть квадрат площади параллелограма, характеризующего данный бивектор. 
Прим. ред.
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сволятся к тому, что должны равняться нулю все определители третьего 

порядка, порожденные матрицей: 

п 2... 2“ 
Хх №... Х"|. 
ил... и 

В частности, между 21, 2% и 23 должно существовать единственное соот- 
ношение: 

Zip 4 Zip | 232 0. 

Отсюда следует, что равенство двух бивекторов влечзт за собою 
равенство отношений: 

0 0 02 

Pa — Pal — Piz? 

ij 
в сущности это и означает, что отношение 7;, не изменяется, если изме- 

нять только один из индексов &, Л, сохраняя другой постоянным. Значит, 
все эти отношения равны между собою. Обратно, если удовлетворены 
соотношения: 

94—15, | 
то условия, выражаючцие, что вектор 2 параллелен плоскости бивектора, 
будут, очевидно, для обоих бивекторов одни: и те же. 

12 
Установив все это, заметим, что отношение x является не чем иным, 

как отношением площадей двух пабаллелограмов, которые служат проек- 
циями на плоскость х.Ох, параллелограмов, связанных с нашими бивек- 
торами. При этом проектирование производится в направлении (п — 2)-мер- 
ной гиперплоскости, образованной осями Ох.,..., Ох„. Два бивектора 
будут равны, если это отношение равно единице, и наоборот. Условиями 
равенства будут, следовательно: — 

09 — p's 

8. Переход от контравариантных компонент РЯ бивектора к его кова- 
риантным компонентам Р;, выполняется без затруднений. Мы имеем: 

> sax" Senex" | 
k k _ “< X,X, 

У, У, 
E in Bik 

“бд 
( 

— > 2 > бл yk (ky 

k k 

в последнем выражении суммирование распространено на все сочетания 

индексов 1, 2, ..., П ПО два. 

Ясно, что квадрат меры бивектора, а именно: 

.; я 

(J) (#7), (hk) 

  

  

Py р"; (13) 
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определяется выражением, вполне. аналогичным выражению квадрата 
длины вектора [формула (2)]. Единственное различие заключается в том, 

п(п— 1 
что бивектор имеет Ae) компонент и что коэфициентами соответ- 

ствующей квадратичной формы являются выражения, несущие по два 
сложных индекса (И) и (ЕВ), а именно: 

E(ihk) = Fin Sj, — & nS yrs 

нетрудно заметить, что эти коэфициенты тоже являются симметричными: 

80) — 860). 

Более того, ковариантные компоненты Р;, образуются из контравариант- 
ных Р№ по такому же точно правилу, как и в случае обыкновенных 
векторов, только роль коэфициентов в #;, играют теперь коэфициенты 
2(лею. Значит, каждый бивектор может быть представлен с помощью 

n(n—1 
вектора в евклидовом пространстве 1G) измерений, причем метрика 

этого пространства должна быть определена посредством коэфициен- 

TOB Q (if (hk) 
9. Эти результаты позволяют определить скалярное произведение двух 

бивекторов с помощью любого из двух равных выражений: 

УРьач= Хо, (15) 
(77) (27) 

Числовое значение этого скалярного произведения не зависит, очевидно, 
от выбора координатной системы. Чтобы интерпретировать его геомет- 
рически, выберем прямоугольную систему координат, причем две оси 
Ох, и Ох. возьмем в плоскости, параллельной плоскости бивектора. 
Компоненты Р9=Р., будут все нулями, за исключением Р\», и скаляр- 
ное произведение сведется к следующему выражению: 

Р;зЦ!. = (М: 7, — 7х.) (0! у. — V0,). 

Оно, очевидно, равно произведению меры Р\. первого бивектора на 
меру проекции второго бивектора на плоскость первого. Оно равно 
нулю в том случае, если существует направление, параллельное плоско- 
сти одного из бивекторов и перпендикулярное плоскости другого. 

Можно сейчас же проверить, что в обычном трехмерном пространстве 
скалярное произведение двух бивекторов равно произведению их мер на 
косинус угла между их плоскостями. Естественно и в любом простран- 
стве определить угол Ф между плоскостями двух бивекторов а и Ь спо- 
мощью формулы
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правая часть равенства, как легко видеть, по абсолютной величине все- 
гда меньше единицы. 

10. Внутренним произведением бивектора с компонентами Р“ и век- 
тора с компонентами 7’ называют вектор И, имеющий компонентами ве- 
личины О’, определенные формулами: 

= У Рн2, . (16) 
k 

Важно заметить, что этот вектор имеет значение, не зависящее OT вы- 
бора координатной системы. В самом деле, вычислим скалярное произве- 
дение этого вектора И на произвольный вектор Vv. Получим: 

Уи, = Dd P#ZV, = 3 PM (ZV, — 2,М, 
t i,k (7k) 

но это — не что иное, как скалярное произведение данного бивектора и бивек- 
тора, определенного векторами & и У, скалярное произведение, не зависящее 
от выбора координатных осей. Произведение UV при любом \ не зави- 
сит от координатной системы; значит, это же можно сказать и о самом 
векторе U. | 
_ (Скалярное произведение бивекторов, которое мы только что рассмат- 
ривали, может быть записано и так: 

ХУ Ры (и — 2, 
(7k) 

U,= > PyZ*. (17) 
а значит, 

Чтобы интерпретировать геометрически вектор И, введем прямоуголь- 
ные оси, две из которых (Ох, и Ох.) параллельны плоскости бивектора. 
Получим: 

0, =р—Р,.2.,, Ц, =Р.2., Ц=0, ..., 0, =0. 

При этом немедленно получаются следующие свойства интересующего 
нас вектора и: 

1. Вектор и равен нулю, когда вектор 2 перпендикулярен п..оско- 
сти бивектора. 

2. Если вектор 7 параллелен плоскости’ бивектора (а тогда его 
жожно считать параллельным Ох,), то вектор И получится из век- 

тора 2 путем поворота последнего на 90° в плоскости, параллель- 
Ной плоскости бивектора, в направлении его положительного обхода, 
причем результат умножается на число, измеряющее этот би- 
вектор. 

3. В общем случав. скалярное произведение не изменится, если за- 
менить вектор 2 его ортогональной проекцией на плоскость бивектора.
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В трехмерном йространстве внутреннее произведение бивектора а на 
вектор 2 равно по величине’ произведению меры бивектора на длину 
вектора 2 и на косинус угла между вектором и плоскостью бивектора. 
В общем случае мы определим угол Ф между направлением вектора 2 и 
плоскосфью бивектора а посредством формулы: 

мера `(а7) . 
cos 9 = Ok ooo. ; \ 

Mepa a-Mepa Z 

где мы через «мера а» обозначаем число, которым измеряется площадь 
параллелограма, связанного с а. Ц 

11. Будем называть системой бивекторов совокупность любого числа 
бивекторов. Скалярным произведением системы бивекторов на заданный 
бивектор назовем алгебраическую сумму скалярных произведений бивек- 
торов системы на данный бивектор. 

Две системы бивекторов будем считать равными, если равны их 
смалярные произведения на произвольные бивфкторы. ОтсюЙа следует, 
что система бивекторов вполне определяется (если отождеслвлять различ- 

п 
ные, но ‘равные между собой системы) посредством 2) колк- 

честв, которые получаются в результате сложения компонент бивекторов 
системы, причем складываются компоненты, имеющие одинаковые индексы. 
Система бивекторов | имеет контравариантные компоненты Р\ и ковариант- 
ные компоненты Р,;; 

Нетрудно будет определить, как это было сделано и для одного би- 
вектора, скалярное произведение двух систем бивекторов, внутреннее 
произведение системы бивекторов на вектор. и т. д. 

В пространстве трех измерений всякая система бивекторов равна неко: 
торому единственному бивектору. Пусть, в самом деле, Р*, Р*1, ре — 
три произвольных числа; рассмотрим два независимых решения: А, Х*, Хз 
и У!, У», УЗ линейного однородного уравнения: 

p® X14 p31X2 4 pizxX3 _ 0; . 

отсюда немедленно выводим: 

X2y3 — y2X3 X3syi— X1y3 Xiy2— x2yl1 

pa — ри — ри? . 
  

Значит, достаточно умножить числа У на один и тот же соответственно 
подобранный множитель 0, чтобы бивектор, определенный векторами х 
H py, имел наперед заданные компоненты. 

В пространстве четырех измерений такая теорема не имеет места. Впро- 
чем, легко проверить, что компоненты РУ.любого бивектора удовлетво- 
ряют соотношениям, имеющим вид: 

рурм + pikplj 4. pypik — 0, (i, j,k, (= 1,2, ..., 2). 

n 1 
Всякая система бивекторов, очевидно, равна системе neh) бивек- 

. ~~ - 

торов, соответственно параллельных плоскостям,  пределенным коорди-
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натными осями, взятыми попарно. Достаточно, в самом деле, выбрать 
бивекторы, все компоненты которых нули, за исключением компоненты РУ. 

12. Построзние бивектора с помощью двух данных векторов может 
рассматриваться как некоторый вид умножения. Если условиться 0боз- 
начать с помощью символа [ху] бивектор, определенный векторами Х и 
у, то немедленно же получатся формулы: 

[ху] = — [ух}; 
[(х + У) 2| = [xz] + [yz] °). 

Это умножение дистрибутивно, но не коммутативно, так как меняет 
знак при изменении порядка множителей. Бизектор [ху] назыБаюг внеш- 
ним произзецением векторов Х и у. 

Если положим 

к Уле, у-У т, 
3 t 

TO получим, применяя правила внешнего умножения: 

[xy] =} XV [ee] = У (и — ХИ) [ее] = У РЗ [ее 
(i. 9) (ij) (3) 

Это снова дает нам разложение бивектора на 2G) бивекторов, па- 

n(n— 1) 
раллельных a координатным плоскостям. 

Ш. Тривекторы 

13. Тривектором называют фигуру, образованную тремя векторами, 
взятыми в определенном порядке. Через точку О проведфм три вектора 

ОА, ОВ, ОС, равные трем данным векторам; плоское трехмерное мно- 
гообразие (трехмерную фиперплоскость), определенное точками О, A, 
В, С, будем называть гиперплоскостью тривектора; этим определяется 
только направление гиперплоскости, т. е.она может быть перемещаема 
параллельно самой себе. 

Будем говорить, что два тривектора равны, ссли их гиперплоскости 
параллельны, если параллелепипеды, построенные на трех векторах, опре- 
деляющих эти. тривекторы и перенесенных в одну ‘точку, имеют один и 
тот же объзм, если, наконец, оба параллелепипеда одинаково ориенти- 
рованы. 

В пространстве трех измерений объем У параллелепипеда, построен- 
ного на трех векторах х, у, 2, связан с определителем — 

xX! Ха x8 

P1238 — у! у: уз 

Zi 72 273 
egg 

1) Под суммой бивекторов здесь разумеется система бивекторов, определяемая 
слагаемыми бивекторами. Грим. ред. 

2 Карта
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составленным из компонент этих трех векторов. В самом деле, отноше- 
р123 

ние —›- не меняется, если к вектору 2 прибавить линейную комбина- 

цию векторов Х и у. Объем при этом не меняется в силу того, что 
основание (построенное на Хх и у) и высота не меняются. Э Значение 
определителя тоже не меняется, так как к последней: строке прибавляется- 
линейная комбинация двух первых. Можно, следовательно, не меняя отно- 

P23 
шения —-, свести рассуждение к случаю, когда вектор 2 направлен 

параллельно оси Ох.; таким же образом вектор х можно свести к век- 
тору, параллельному Ох,, вектор у — к вектору, параллельному Ох,. 
Тогда получим: pus — Х1у273 

У И’ 

  

*o 

причем правая часть равна, очевидно, объему У, параллелепипеда, пс- 
строенного на трех единичных координатных векторах 

Чтобы вычислить этот объем У, заметим, что в прямоугольных кс- 
ординатах объем любого параллелепипеда выразится так: 

Xx, X, X; 

/ Z, Z,.2, 

и, следовательно, возводя определитель правой части в квадрат, полу- 
чим для квадрата объема: 

Ух SKY DZ, 
$ $ 

> 
x7 ху XZ 

Уз = a HX, > Pi 12: |= ух У’ yzi. 

2х 2у 272 

    é $ , $ 

Прилагая этот результат к параллелепипеду, построенному на трех 
единичных координатных векторах @,, @,, €3, получим: 

811 S12 813 

* и = 8 89% 823|— 8. 

ley 832 &33 ° - 

Следовательно, объем у тривектора выразится так: 

У= И, Р!8 —=УррР!93, (18) 

Что кавается ковариантной компоненты 

Хх. Х, А, 

Риз =| 7, 7. У.|, 

21 2% 2
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то ее найдем без труда, заменяя Х;, У,, 1; их значениями и поступая 
дальше так же, как в (м° 8). При этом получается: 

— 123 
Prag = BP, 

следователь! о, в частности 
— 123 

Vi=P tas . (19) 

14. Можно доказать, как это было сделано для бивекторов, что в 
пространстве более чем трех измерений равенство двух тривекторов вы- 
ражается равенством контравариантных компонент этих тривекторов: 

Xt М Xt 

pik—|yi yi yk 

Zn ZB 

или же равенстгом их ковариантных компонент: 

X, Х, Х, 

| Pin 7, 7, 7, |. 

7 2, Z, 

Квадрат меры т тривектора равен: 

т = > P,,P%. 
e (ijk) 

Скалярное произведение двух тривекторов определим с помощью одного 

из следующих двух выражений: 

У Pry, Qik — > Pitk Qs 549 

(ijk) (ijk) 

которые интерпретируются геометрически так же, как и в случае 
бавекторов. 

Далее можно определить системы тривекторов и показать, что по- 
строение тривектора по трем данным векторам может рассматриваться 
как некоторое внешнее умножение 

[xyz] =[yzx] =[zxy] = — [xzy] = — [zyx] = — [yxz]. 

ГУ. Ноливекторы 

15. Предыдущие понятия естественно обобщаются, если в простран- 
стве п`> 3 измерений определить объем п-мерного параллелепипеда, по- 
строенного на п данных векторах. В прямоугольных координатах этот 
объем определяют посредством определителя, элементами которого слу- 
жат проекции этих векторов; в общих декартовых координатах объем
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параллелепипеда, построенного на п единичных координатных векторах, 

равен корню квадратному из детерминанта 5 величин g;,. 
Если р — цлое число, менышее или равное п, то р-вектор опре- 

деляется совокупностью р-векторов, расположенных в некотором опре- 
деленном порядке. Два р-вектора будем полагать равными, если у них 
одинаковы контравариантные компоненты 

Хн Хз... ХФ 

ри wtp — Ys Ya .., Yeo 

Ui Usa... U'p 

или же ковариантные компоненты: 

X; 

У У... И, 

и, 0... И 

здесь Хх, у, ..., Ч —-это те р векторов, которые определяют рассмат- 

риваемый р-вектор. 
Квадрат меры р-вектора дается выражением: 

> Риь..лр РАЙ, 
8 (43 ... tp) 

Можно определить скалярное произведение двух р-векторов, системы 
р-векторов и т. д, 

Если р=п, то мера п-вектора равны 

Vg Pitt Pisin — УР"---"Рз..п , 

\У Дополнительные поливекторы 

16. Будем называть дополнительным поливектором по отношению 
к некоторому данному р-вектору а (п—р)-вектор Ъ, удовлетворяющий 
следующим трем условиям: 

1. п—р)-мерная гиперплоскость поливектора вполне норма 1ьна 
р-мерной гиперплоскости поливектора а, т. е. каждый из р-век- 
торов, определяющих а, перпендикулярен каждому из (п — р)-векто- 
ров, определяющих Ъ. 

2. Поливекторы а и Б имеют равные меры. 
3. п-вектор, определенный с помощью р-векторов, определяющих а, 

и (п— р)-векторов, определяющих №, обладает положительной орцен- 
тацией. 

Последнее условие предполагает, что пространство озиентировано. 
Это значит, что относительно некоторого определенного л-вектора сде-
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лано соглашение, считать ли его ориентацию положительной или отри- 
цательной. Условимся в дальнейшем брать п единичных координатных 
векторов таким образом, чтобы п-вектор [€,@,...€,] имел положитель- 
ную ориентгцчю. 

Рассмотрим сначала наиболее простой случай, именно положим n=3, 

и попробуем определить вектор 2, дополнительный по отношению к дан- 
ному бивектору [ху]. 

Прежде всего получим: 

Z,X'4 Z,X*4+ 2,3 =0, 

2:7 + 2,72 2,73 = 0, 
откуда 

  

2 _ 4 _)}. 
з ри Ро” 

аналогичное вычисление даст: 

71 72 73 

Ps Pa Pa 
Чтобы определить А и м, будем исходить из равенства: 

У2,21=м У РР, 
é (19) 

из которого на основании второго условия получаем: 

Ap = 1 

Наконец, рассмотрим тривектор [ху2], контравариантная компонента 
которого равна: 

Xx! Х? ХЗ 

у уз У? | = 11рз + уарз + 2Р® = У, Р.Р“. 

и 2 2 (7) 

Мера этого тривектора, т. е. 

Ven > Pi,P%, 
(iy) 

должна равняться квадрату меры бивектора, откуда слздует;: 

1 — 

Vg 

‘Вектор, дололнительный к заданному бивектору, имеет, следова- 
тельно, такие компоненты; 

Z,=VE PB, Z,=Ve PY, 2.=УЕР": 
1 1 

2 = у Ра a= 75 Pw 73 — —— P,,- 
(20)
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Этот вектор представляет собою то, что обычно называют векторным 
произведением векторов Х и у. 

В свою очередь бивектор [ху] будет дополнительным по отношению 
к вектору 2. 

17. Внутреннее произведение У бивектора [ху] и векторз ци было 
определено с помощью формул: 

VV, = Py? + P,U*, 

Va = Py,U! + Р:а 0%, 

V,=P,,U' + P,,U*. 

Вводя вектор Z, лополнительный к [ху], получим: 

И, =Иа (220 — 23/*), У, = (2301 — 297), 

У; =И (210 — 201); - 

вектор У является таким образом дополнительным по отношению к би- 
вектору, определенному векторами 2 и и. В обычных векторных обо- 
значениях внутреннее произведение бивектора [ху] на вектор И запи- 
щется так: 

[[xy] u]. 

Нетрудно показать, что если рассматривать некоторый бивектор как 
геометрическую сумму нескольких бивекторов, то вектор, дополнитель- 
ный к данному бивектору, будет равен геометрической сумме дополнений 
бивекторов-слагаемых. 

18. В общем случае компонентами © (п—р)-вектора, дополнитель- 
ного к данному р-вектору с компонентами Р являются: 

р У Рин“, | 
  

- | 21) 
Quie-in-p = —— Pro, ty — ( 

8 

В этих формулах прелполагается, что индексы 4, &,...,й,, Л, ..., In~p 
образуют чёетную перестановку индексов 1, 2,..., п. 

Ясно, что если б —поливектор, дополнительный к р-вектору а, то 
р-вектор а, дополнительный к BD, может равняться только либо а, 
либо — а; последний случай возможен только тогда, когда ирип-—р 
нечетные числа (и, следовательно, п — четное). 

Система` поливекторов, дополнительная к некоторой данной системе 
р-векторов, определяется как совокупность поливекторов, дополнитель- 

ных к данным р-векторам. 
В случае п=4, р-=2 система бивекторов, дополнительная к системе 

с компонентами Р’ или Р,‚, имеет в качестве компонент: 

9,=УЕ РН, Q,:=Ve P*, Q,=aee PM 

в =И= РЗ, Qu=VE ps, Q.=VE PY,
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или соответственно: 

  

1 1 I 
“=: Pip n= VF Pw С" = Ve Poy 

1 1 | 1 14 — 24 34 
Q УЕ Р, Q УЕ Py, QOS УЕ Риз. 

Скалярчое произведение системы бивекторов на дополнительную к ней 
систему равно нулю в том и только в том случае, когда эта система 
сводится к одному единственному бивектору. 

VI. Скользящие поливекторы 

19. Так же, как и в случае обыкновенных векторов, можно различать 
поливекторы сзободные и поливекторы скользящие. Скользящий р-вектор 
определяется посредством р векторов, расположенных в одной р-мерной 
гиперплоскости, и два скользящих р-вектора считаются равными только 
в том случае, когда они расположены в одной и той же р-плоскости; 
при этом, конечно, предполагаегся, что соответствующие свободные по- 
ливекторы равны между собой. Рассмотренные выше компоненты сеобод- 
ного р-вектора недостаточны для того, чтобы вполне определить сколь- 
зящий р-вектор. 

В р-плоскости, содержащей исследуемый р-вейтор, возьмем точку 
х!,...,Х?. Положим для определенности р=3. Уравнения трехмерной 
гиперплоскости, содержащей тривектор [ХУу2], получаются путем при- 
равнивания нулю определителей пятого порядка, порожденных матрицей 

        

ео... 1 

xt xg et 

X! м... Л 01|, 
у м... №0 _ @ 
ZiZ24 ... LZ" 0 

где через &, &2,..., &" обозначены текущие координаты гиперпло- 
скости. Ясно, что кроме величин РЁ в эти уравнения войдут выражения: 

хо м хо м 

X* Xi Xk Хх 

yi yi yr yi 
Zea Zk zl , 

Величины Р“ сами могут. быть записаны в форме р®%, если согла- 
ситься счи®ать’ х =1, Х® = У° = 2°—0. Скользящий тривектор можно 
тогда рассматривать как внешнее произведение [Мху2], если через М 
обозначить произвольную точку трехмерной гиперплоскости тривектора. 
Компоненты образуются здесь по тому же закону, как и в случае сво-
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бодного квадривектора в пространстве п -+ 1 измерений, причем (п - 1)-я 
координата точки М равна единице, а (п + 1)-е координаты векторов Х, 
у, 2 равны нулю. 

Если р==1, п=3, то получаются шесть классических координат 
скользящего вектора. 

Аналогично определяется система скользящих р-векторов. 

УП. Приложение к движению твердого тела, имеющего 
неподвижную точку 

20. Если твердое тело находится в непрерывном движении, имея при 
этом одну неподвижную точку, которая может быть принята за начало 
координат, то поле скоростей различных точек этого тела обладает сле- 
дующим основным свойством: проекции скоростей двух любых точек М 

и М на прямую MM’ равны между собой. Рассматривая две бесконечно 
близкие точки, мы можем записать это свойство с помощью слелующего 
тождества: 

У 4 аж=0, 

в котором через U; обозначены ковариантные компоненты скорости точки 

(x, ооо) х") 1). 

Е 

тогда предыдущее тождество даст: 

а, а: =0. 

Отсюда легко вывести, что коэфициенты а;, постоянны. В самом деле, 
имеем: 

Gu; —а ди; —а 

2 дк. 2 д № 
сткуда 

до; дах _ дан 

дхлдх*  дх дк 

  

Принимая во внимание соотношение: а,-+а,„=0, получим следующие 
три соотношения: 

aay Mg 
act дд ' 
да day; 

axt © axk ' 
дя; дазь 

д? дя 
  

$) Это равенство может быть формально получено путем диференцирования 
характеристического для твердого тела тождества У (х”?* — х'#)2 = сопз6 в котором 

д” означают координаты точки М\(х'! + 4х"). Прим. ред,
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Они влекут за собою следствие: 

да; _ да in __ дан 

д да ad” 

которое справедливо при любых значениях индексов {& ] А, независимо 
от того, различны они или нет. Но если частные производные коэфи- 
циентов а,, по всем переменным равны нулю, то сами коэфициенты а,, 
постоянны. 

Так как скорость начала координат равна нулю, то получаем: 

9; = > a,,x*. (22) 
k 

Эта’ формула показывает, что скорость точки М является внут- 
ренним произведением системы бивекторов с ковариантными компо- 

нентами а, на вектор ОМ. 
Мы скажем, что твердое тело обладает мгновенным вращением, анали- 

тическим выражением которого является система бивекторов с компо- 
нентами @,,. 

Вводя контравариантные компоненты системы бивекторов, получим 
аналогичным путем: 

v= > atx, (23) 
k 

Вращение называется простым, если система бивекторов сводится 
к одному единственному бивектору; в этом случае точки (п— 2)-мерной 
гиперплоскости, проведенной через точку О перпендикулярно плоскости 
бивектора, обладают скоростью, равной нулю. Вращение происходит 
вокруг этой (п— 2)-мерной гиперплоскости. Кроме того, угловая ско- 
рость вращения равна числу, измеряющему бивектор. 

В случае п==3, все вращения оказываются простыми. Самое общее 
вращение может быть разложено на три вращения вокруг пгрпендику- 
ляров к трем координатным плоскостям, причем последние вращения 
имеют соответственно следующие угловые скорости: 

as V £2833 — 2, at V25:8—ei BWV 811819 — Вт. 

Если ввести вектор ©, являющийся дополнением бивектора а, пред- 
ставляющего вращение, то последнее можно разложить и иначе, а именно 
на три вращения вокруг координатных осей, имеющие соответственно 
угловые скорости: 

gu — Е. — / 
И 811 = “а, Уз = а, У&зз 8 = а. 

В общем случае вращение может быть представлено с помощью си- 
стемы (п— 2)-векторов, деполнительной к системе бивекторов а,„, 
в соответствии с тем, что мы привыкли делать в обыкновенном про- 
странстве.
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УШ. Тензоры 

21. Векторы, бивекторы, поливекторы, системы поливекторов или, 
точнее, системы чисел, которые их аналитически определяют, являются 
частными случаями тензоров. В общем случае тензором называют си- 
стему чисел, определяющую аналитически некоторый геометрический (или 

физический) объект и притом такую, которая при переходе к новой 
декартовой системе координат подвергается линейному преобразованию, 
коэрициенты которого не зависят от численных значений компонент 
тензора; эти коэфициенты определяются исключительно старой и новой 
системами координат (и зависят также от природы тензора). 

Следуя Риччи и Леви-Чивита, мы сохраним в дальнейшем (если не 
будет оговорено прямо противоположное) название «тензор» за более 
узким классом объектов. Будем называть тензаром систему величин, 
имеющих данное число р индексов, удозлетворяющих следующему xa- 
рактеристическому условию: если, например, вгличийы снабжемы тремя 
индексами @;„, то сумма 

i,j,k 

тде Х!, У), 7* обозначают компоненты трех данных векторов, впро- 
цем, вполне произвольных, имеет числовое значение, не зависящее от 
системы координат. 

При этом нужно предполагать, что порядок расположения индексов, 
которые не обязательно должны быть различными, входит существенным 
образом в определение тензора; в некоторых частных случаях компо- 
ненты тензора @,„ не меняют числового значения, если, например, пе- 
реставить первые два индекса, или же если изменить произвольным 
образом порядок всех трех индексов и т. д. _ 

Нетрудно усмотреть, что при переходе к новой декартовой же системе 
координат величины а; подвергаются линейному прзобразованию. Так 
как, в самом деле, новые компоненты (Л?) некоторого вектора полу- 
чаются из старых посредством формул: 

(Х'= У, Х% 
k 

то мы получим: 

' \" 1 7kyY — tad ak XY Ve Sin (AY (ZY = У алина, 
t,j,k т, 7, yay p,¥ 

откуда 
— Тиё Ку’ 

%,j, k 

Векторы, поливекторы и системы поливекторов входят, очевидно, в ка- 
тегорию тензоров, которую мы только что определили; если, например, 
а; обозначают ковариантные компоненты системы бивекторов, то сумм: 

> a,,X*Y3 

#. ).
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даст нам скалярное произведение системы бивекторов на бивектор [ху], 
т. е. величину, не зависящую от выбора кооржинатных осей. 

Тензор может быть представлен аналитически в нескольких различ- 
ных формах: достаточно ввести в случае трех индексов, например, 

$ oo 

величины 4, а/,..., а), ..., а", определенные с помощью тождеств: 

iyi 7k — i a Dip XiVZ= Sal, XYZ=... = 
у, И 

Я & — — igh = Sat XV Z=...= J ax y,Z,. 
т, Jj k t, J; k 

Переводя таким образом индексы снизу наверх, нужно заботиться, 
чтобы не изменился порядок индексов; иногда с этой целью над ниж- 
ними индексами и под верхними индексами ставят точки; именно пишут: 

é 
а. ik 

вместо 
é 

а jk? 

Компоненты тензора, имеющие исключительно нижние индексы, назы- 

ваются ковариантными; те, у которых все индексы верхние, называются 

контравариантными; остальные называются смешанными. 

22. Всякий тонзор а; с одним индексом может быть отождествлен 

с некоторым вектором; в самом деле, вектор, ковариантные координаты 

которого равны а,, не зависит от выбора декартовой координатной си- 
я . 

стемы, потому что от нее не зависит скалярное произведение УХ ах 

8 

этого вектора и определенного, впрочем произвольного, вектора х. Вы- 
ражаясь более точно, следовало бы сказать, что каждый тензор с 09- 
ним индексом инвариантным образом связан с некоторым определен- 
ным вектором. , 

Таким же путем можно доказагь, что всякий кососимметрический 
тензор с двумя индексами а;, (а, = —@а;) связан инвариантным образом 
с некоторой системой бивекторов и т. д. . 

Кроме векторов, поливекторов и систем поливекторов обратим 
внимание elle на один важный тензор, именно на тензор, компо- 
нентами которого являются величины 2, (основной или фунда- 
ментальный тензор). Это действительно тензор, так как величина 

УЕ, 
tJ 

имеет инвариантное численное значение, потому что представляет собою 

скалярное произведение векторов х и у. 
Смешанные компоненты gf HW 8', определяются с помошью тождеств: 

Уахуу, = > g,' X,Y! >> XY, = Di 
k tJ 1,7 Е
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следовательно имеем: 

; :. # — gi=e',=1, если 1—/], 8 =8,=0, если 1-Е]. (24) 

Что касается контравариантных компонент, то они определяются 
тождеством. 

Sars Denn, 
k t, 3 

откуда 

_— ky. v= Derry 
‘ k 

таким образом мы получаем те самые величины, с которыми имели дело 
в 054 (где они были обозначены так же, как и здесь, хотя определяли 
мы их там иначе). 

Перевод индекса снизу наверх выполняется с помощью следуюших 
формул: 

а? = У вла, 
k 

аналогично для опускания индексов имеем. 

ай = > 5 аа”. 
k 

23. Если дан тензор @4;, с двумя индексами, то с ним всегда можно 
связать некоторый тензор-скаляр (г. е. скалярную величину, не завися- 
щую от выбора координатной системы) посредством операции, называе- 
мой внутренним свертыванием. Этот тензор-скаляр имеет вид: 

i Se 
; 

Чтобы доказать эту теорему, рассмотрим инвариантную форму 

J yi j Sax, S XY, 
i,j j 

содержащую два произвольных вектора х, у и параметр А. Посмотрим, 
нельзя ли подобрать такой вектор х, чтобы эта форма равнялась нулю 
при любом векторе у. Для этого необходимо, чтобы компоненты век- 
тора Х удовлетворяли системе уравнений: 

У ам — XI = 0; (j=1,..., n), 
$
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а это возможно лишь в том случае, если определитель 

1__ 1 1 a,t—h a, ... GQ, 
2 2 

a, а. d оо a, 

n n n a, a, vee QO" —d     
равен нулю. Происхождение этого определителя показывает, что корни 
его имеют числовые значения, не зависящие от выбора координатной 
системы. 

a Сумма а наз... а,” 

этих корней будет, таким образом, тензором-скаляром. 
Можно изложить это иначе. Рассмотрим 

b, — > aX", (25) 

k 

и 

в которых Х* являются компонентами некоторого данного вектора; эти 

величины 6, определяют тензор, потому что сумма 

> bYi= > a,X*Y’ 
1 :, К 

инвариантна. Этот тензор является (п? 22) вектором, для которого 6; 
служат ковариантными компонентами. Формулы (25) устанавливают, та- 
ким образом, соотношения между произвольным векторэм Х и векто- 

pom b; их можно, впрочем, писать и так: 

b, => a#X,, (26) 
k 

т. е. в форме, указывающей то`линейное преобразование, с похощью 

которого мы от Х; пёреходим к 6,. 
Посмотрим, нельзя ли найти вектор Х так, чтобы соответствующий 

вектор Б был ему параллелен, т. е. чтобы имели место соотношения: 

b,=)X, (i=1,..., 2). 

Такие векторы, если они существуют, не зависят” от выбора коорди- 
чатной системы, так же как и соответствующие множители `\. Величины \ 
определяются из уравнения: 

1 1 _ 
a, —) a, eee а 
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сумма корней этого уравнения даст нам как раз результат внутреннего 

свертывания тензора Qj; 

$ Der. 
i oo 

Важно заметить, что существует второй скаляр, который может быть 
получен из тензора а;, посредством операции внутреннего свертывания, 
а именно. 

4 > а;, 

i 

HO OH padéeH N°psBoMy. В самом деле, выполняя вычисления над контра- 

вариантными компонентами данного тензора: 

i ki 

i,k 

i ik de= Lene", : a 
3 

мы убеждаемся в равенстве обоих скаляров в силу симметрии (7,=2,;) 
фундаментального тензора. 

Предыдущие формулы показывают также, что в частности резуль- 
тат внутреннего свертывания системы бивекторов равен нулю, так как 
имеем. 

> ay = Da (а + a’) =0. 
t i,k 

Свертывая внутренним образом фундаментальный тензор, получим п, 

т. е. число измерений пространства. 

24. К тензорам более чем с двумя индексами также можно применять 

внутреннее свертывание. Достаточно заметить, что если а; ь — тензор, 

то тензором является также и ~ 

On = > Os py XY), 
i, 7 

a 

где хи ур— два. данных произвольных вектора. Результатом свертывания 
тензора д,, будет: , 

Sots > atx’? 
k ЛЕ 

вид этого нового тензора показывает, что величины 

- —~ k 

C= Dp
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определяют в свою очередь тензор. Это — тензор, полученный из данного. 
путем свертывания по двум последним индексам. 

Можно было бы получить другие тензоры подобного рода, производя. 
свертывание по различным парам индексов. 

Если р>4, то над результатом свертывания можно в свою очередь 
произвести внутреннее свертывание и т. д. 

В случае системы поливекторов все полученные таким образом тен- 
зоры равны нулю. 

25. Кроме внутреннгго свертывания тензорная алгебра рассматривает 
несколько действий иного рода, которые позволяют с помощью двух 
данных тензоров определить некоторый третий тензор. 

Первой из этих операциА является сложение, которое позволяет 
с помошью двух тензороз с одинаковым числом и одинаковым харак- 
тером индексов, как например а;„ и р.» построить третий тензор, 
имеющий то же число и тот же характер индексов: . 

Cig ign t бад. 

Тензорный характер величин с, очевиден. Заметим, что геометри‘еское- 
сложение векторов, бивекторов и т. д. является частным случаем этой 
операции. 

Второй операцией является умножение. Если даны два тензора. 
Я, и, то величины 

Ci inet = Fj mrt \ 

(индексы 2 ], Й, Е, [ могут принимать все возможные значения) опре- 
деляют третий тензор. Чтобы убедиться в этом, достаточно заметить, 
что если Хх, у, 2, И, У— пять данных произвольных векторов, то сумма 

У слыхиРОни 
ел, й, А, 1 

будет равна произведению двух сумм: 

Уа,хи и D> oan ZUV'; 
$, } h, hb, l 

следовательно, она не зависит от выбора координатной системы. 
Например, произведением двух векторов` Х и У будет тензор с кова- 

риантными компонентами 

26. Последняя операция, которую постоянно приходится употреблять. 
это так называемое мугьтипликативное свертывание; оно состоиг в 
том, что произведение двух тензоров свертывается один или несколько раз. 

Один раз свернутое произведение фундаментального тензора и неко- 
торого произвольного тензора, например а;„, может быть представлено 
в нескольких формах: 

De top Ye yew is LeMay 
a а



32 ГЛАВА 1 
e 

Принимая во внимание выражения для смешанных компонент фундамен- 
тального тензора (п° 22), мы видим что все написанные выше свернутые 
произведения дают снова тензор а;„. При выполнении этих операций 
фундаментальный тензор играет роль единицы. 

Одним из свернутых произведений системы бивекторов @,;, и век- 

тора Х’, является 
ke > A,X"; 

к 

это—ни что иног, как внутреннее произведение системы бивекторов на 
вектор (п. 10). 

Обобщая, мы можем определить внутреннее произведение системы 
P-B2KTOPOB @,,,,...;, Ha систему 9-векторов В, j, (q<p), Kak g pa3 

свернугое произведение двух тензоров: 

са: - Фр — > ай + ар бы... Ко 

™ ki, erry kg 

или, лучше, как частное от деления этого произведения на g}, a HMCHEO: 

> aber Maat DDK hoe 

(ky... kg) 

Это внутреннее произведение позволяет определить и вычислить коси- 
нус угла между р-мерной и 4-мерной гиперплоскостями. 

В частности возьмем в обычном пространстве гнутреннее произведение 
тривэктора РЗ и вектора Х; это будет бивектор, компоненты когорого 
равны: / 

Q?3 — Pix , 031 = P21y, о — Ps12y,, 

Записывая эти формулы иначе, а именно так: 

03 =Ид Р'—Х, .. О-ув РЗ Х 
Vg 1, ’ Vz 3) 

мы видим, что интересующее”нас произведение равно бивектору, допол- 
нительному к данному вектору, умноженному на число, измеряющее 
тривектор. ` 

Заметим, между прочим, что п-вектор является тензором с одлой 
сдинственной компонентной, но он не будет тензором-скаляром. При 
переходе к новым координатам компонента Р!..” умножается на отно- 

шение -значений Ух в старой и в новой системе; тензор-скаляр, напро- 
тив, имеет числовое значение, не зависящее от выбора системы координат.



ГЛАВА II 

КРИВОЛИНЕЙНЫЕ КООРДИНАТЫ В ЕВКЛИДОВОЙ 
ГЕОМЕТРИИ 

|. Линейный элемент пространства в декартовых координатах 

27. Мы видели, что в некоТорой декартовой координатной системе 
квадрат длины вектора выражается определенной положительной квад- 

ратичной формой от компонент (контравариантных) этого вектора: 

Dds X°X), (1) 
7s) 

Обратно, если дана а рой определенная положительная квадратичная 
форма от п переменных X?,..., Х”, то всегда можно подобрать такую 
декартову систему координат, в которой квадрат длины вектора с ком- 
понентами Х1,.... А” определится посредством этой формы. 

Действительно, если форма (Г) — определенная положительная, то ее 
можно представить в виде суммы п независимых квадратов; иными сло- 
вами, сущес?вует п линейных форм Yi yee У, OT X‘, удовлетворяющих 

тождеству: 

2 2 2 i Vit Vet... + Vi= Neg, X'Xs.1) (2) 
tJ 

Исходя из этого, возьмем в пространстве некоторую прямоугольную 

систему координат и рассмотрим вектор X, который в этой системе 
координат имеет контравариантные координаты 7,, 7.,..., 7„. В силу 
сделанных предположений мы имеем следующие формулы: 

— Ke 

У; = Sax 
k 

рассмотрим векторы е,, е.,..., е,, проекции которых на оси координат 
соответственно равны (для вектора @,): 

As i Asie rey a ms’ 

1) Cm. § 45 u 52 ynomanyTo@ Brie (B nnmmMesanwBucictp. 9) KHufu M. boxepa. 
Прим. ред. 

3 Картан
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Если мы рассмотрим теперь декартову координатную систему, имею- 
щую в качестве единичных основных векторов как раз векторы е,, ...,е,, 
то увидим немедленно, что в ЭТОЙ системе контравариантными ком- 
понентами вектора Х будут величины Х!, Х,...,Х®. Тогда тождество (2) 
покажет, что данная квадратичная форма представляет собою как 
раз квадрат длины вектора Хх в декартовой системе координат. 

Но первоначальная прямоугольная координатная система может быть 
выбрана совершенно произвольно: мы випим поэтому, что система де- 
картовых координат, соответствующая данной квадратичной форме, 
вполне определяется с точностью д0 поворота или поворота с отра- 
жением. 

Для того чтобы диференциальную квадратичную форму с посто- 
янными коэфициентами 

> ваша 
iJ 

можно было рассматривать как квадрат расстояния двух бесконечно 
близких точек в некоторой декартовой системе координат, необхо- 
димо и достаточно, чтобы эта форма была опоеделенной положи- 
тельной. 

28. В обыкновенной аналитической геометрии, рассматривая косо- 
угольные координаты, выбирают обычно в качество основных коорли- 
натных векторов векторы, длина которых равна единице. Квадратичная 
форма, определяющая квадрат длины вектора (Х, У, 2), будет тогда 
иметь вид: 

Х? + У + Z% + 2cos) YZ+2cospZX+2cosy XY, 

сли через ), и, у обозначить плоские углы координатного трехгранника. 
Необходимым и достаточным условием, при котором три угла i, и, * 
могут рассматриваться как плоские углы некоторого трехгранного 
угла, будет, следовательно, определенность и положительность на- 
пыванной выше квадратичной формы. Представляя форму в виде 
суммы квадратов, получим: 

  — 2 
(X + ¥ cosy-+ Z cosy) +(¥ sin ye Zoos) cos 6081) + 

sin? » $12 у — (с0$ Х — с0$ » cos vy)? 78 

sin? y . 
+   

Искомым условием будет, следовательно: 

(cos A— cos 2 cos y)? — sin? 2 sin? y< 0, 
или иначе: 

[со$ (и-Н У) — с0$ 4] [с0$ Х — со$ (и—)] >> 0. 

Если предноложить, чго А — наибольший из данных углов, то второй 

множитель левой части непременно будет отрицательным, и искомое 
условие сведется к неравенству: 

COS A > cos (ft + v)
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или, что в сущности то же: 

ли 2=—^. 

Мы получили известные классические условия, а именно: каждый 
плоский угол должен быть меньше суммы двух других, а сумма плоских 
углов должна быть меньше четырех прямых. Мы видим, что эти условия 
достаточны. 

П. Основная теорема метрической геометрии 

29. Основными проблемами, которые ставятся теорией криволинейных 
координат в евклидовой геометрии, являются следующие: 

1. Имея линейный элемент пространства в системе криволинейных 
координат, определить природу этих координат, или, что в сущности 
то же, перейти от этих координат к прямоугольным декартовым коор- 
динатам. 

2. Выяснить, каким условиям должны удовлетворять коэфициенты 
данной квадратичной формы, для‘ того чтобы она могла рассматри- 
ваться как линейный элемент евклидова пространства в некоторой 
подходящим образом подобранной системе криволинейных координат. 

Обе эти проблемы были впервые поставлены и решены Ламе (Гат) 1!) 
для ортогональных криволинейных координатных систем. 

Прежде чем заниматься первой из этих проблем, важно выяснить 
а ром, сколько она может иметь решений. . 

Сделаем предварительно следующее замечание, которое будет нам 
полезно, 

Пусть ds* = > 8,4 udu , (3) 
2) 

обозначает линейный элемент пространства в какой-то произвольной 

системе координат. С каждой точкой М, имеющей координаты 

и1, и?,..., и?, МОЖНО связать декартову координатную систему, начало 
которой находится в точке ЛМ а единичные координатные векторы 
е,,е.,..., е, выбраны таким образом, чтобы точка 

M' (ui +du',..., u"+ du"), 

бесконечно близкая к М, имзла координатами Kak pa3 du', du?,..., du". 
Для этого достаточно, чтобы вектор е, был касательным вектором 
к 2-Й координатной кривой (т. е. к той из координатных кривых, кото- 

рая получается, если изменять только одну координату и) или, выра- 
жаясь точнее, чтобы он представлял собою скорость точки, движущейся 
по этой кривой, если переменную коорлинату и? рассматривать как 
время. 

В этой декартовой системе координат, которая определяет то, что мы 
будем называть локальной декартовой координатной системой или, 

1) G, Lamé, Lecons sur les coordonnées curvilignes; Paris, 1859. 

3*
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короче, локальным п-эдром, связанным с точкой М, скалярным произ- 
ведением векторов е; и е, будет #;, и, следоватедьно, угол Ф,, 
между {-й и /-Й координатными линиями будет даваться выражением: 

  

Bij 
cos ~~. 4) 

ты Уи; 

В более общем случае косинус угла Ф между двумя направлениями, 
исходящими из М и определенными посредством символов диференциро- 
вания 4 и $, будет: 

у 

Урана 8 

, с0$ Ф =—— ou , (9) 
и У, вуаи4и и У, i; bu! bu? 

ij rag 

  

  

30. Установив это, предположим, что в обычном трехмерном про- 
странстве линейный элемент задан посредством формы: 

ds* = du* + dv* + dw*. (6) 

Ясно, что так обстоит дело в любой декартовой прямоугольной сис- 
'геме координат. /Люокажем, что не существует никаких иных коорди- 
натных систем, обладающих этим свойством. 

В самом деле, если мы будем искать уравнение прямых в простран- 
стве, используя их характеристическое свойство, а именно то, ‘что они 
являются линиями кратчайшего расстояния, то дело сведется к разыска- 

  

нию минимума интеграла \У/4и? -- 49? + 4. Если и, 9, в обозначают 

прямоугольные координаты, то решение последней аналитической задачи 

приведет нас к линиям, которые определяются системой двух линейных 

уравнений относительно и, 9, 1. Но результат вычисления зависит только 

от данного выражения и du* + 49* + 4”. Поэтому, если линейный эле- 
мент пространства имеет такой вид, то какова бы ни была природа 
координат и, 9, в, — линии, определенные уравнениями первой степени, 
будут непременно прямыми. Координатными линиями будут, таким обра- 
зом, прямые, соответственно перпендикулярные друг другу в силу фор- 
мулы (4). Координатными поверхностями = сопзё будут плоскости, 
потому что всякая прямая, лежащая на одной из них, лежит на ней 
вся целиком. Координатные прямые (1), будучи перпендикулярны плос- 
кости 12 —=0, будут все параллельны между собою. Отсфда легко пока- 
зать, что и, V, W представляют собою расстояния данной точки про- 
странства от трех взаимно перпендикулярных плоскостей и=0, =, 
% —=0. Следовательно, рассматриваемые координаты непременно будут 
декартовыми и прямоугольными. 

Эти рассуждения можно представить в несколько иной форме, кото- 
рая имеет то преимущество, что может быть приложена к линей- 
ному элементу любого вида. 
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Предполржим, что две системы координат, криволинейные или нет, дают 
линейному элементу обычного пространства один и тот же вид: 

` 
ds* = > ваша. 

$) 

Пусть М и М'’— две точки пространства, причем координаты точки М 
в первой и точки ЛМ во второй системе одинаковы, а именно равны 
и1, и?, из. Соответствие между точками пространства, которое при этом 
получается, определяет некоторое точечное преобразование, которое 
переводит точку М в точку М’ и которое обладает тем свойством, что 

‘расстояние между двумя любыми бесконечно близкими точками простран- 
ства не меняется при этом преобразовании (преобразование такого рода 
называется изометрическим). 

Это. преобразование переволит дугу кривой в некоторую другую дугу 
кривой, которая имеет, очевидно, ту же длину (потому что она вы- 
числяется посредством того же самого интеграла). Следовательно, рас- 
стояние (в элементарном смысле слова) двух произвольных точек Ми № 
сохраняется при этом преобразовании. Но в элементарной геометрии 
доказывается, что две фигуры, между точками которых установлено 
такое соответствие, при котором сохраняются расстояния, равны или 
симметричны. Следовательно, преобразование, которое переводит М 
в М, будет пли движением, или движением, которое сопровождается 
отражением. 

Если представить себе, что в пространстве построена сеть из трех 
семейств координатных линий, причем каждая из этих линий занумеро- 

вана (посредством числовых значений двух координат, которые не меня- 
ются вдоль этой линии), то будет ясно, что две сети, связанные с коорди- 
натными системами, имеющими один и тот же 458. получаются одна 

из другой посредством движения, и, быть может, с последующим 
отражением. 

Можно выразить этот результат иначе, сказав, что какова бы ни была 
система координат, имеющая данный 45%, локальные л-эдры, связанные 
с различными точками пространства (определенные в п? 29), будут всегда 
одинаково расположены друг относительно друга: если выбрать 7-элр, 
связанный с некоторой определенной системой значений и’ = а, то все 

остальные п-эдры будут тем самым определены. 
Предыдущая теорема показывает, что все геометрические свойства 

пространства виртуально содержатся в его линейном элементе 
(с оговоркой относительно ориентации пространства). Она называется 
основной теоремой метрической геометрии. 

31. Небезынтересно отметить, что в предыдущих рассуждениях на 
координаты и’ были наложены только такие ограничения, которые по- 
зволяют представить квадрат расстояния двух бесконечно близких точек 
в виде диференциальной квадратичной формы относительно du’. Jina 
этого недостаточно предположить, что координаты двух любых беско- 
нечно близких точек также бесконечно близки; зато, вполне достаточно 
предположить, что и являются функциями прямоугольных координат, 
допускающими непрерывные частные производные первого порядка.
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Этим же свойством будут обладать и прямоугольные координаты, если их 
рассматривать как функции и’. 

Предыдущие доказательства были проведены для случая трехмерного 
пространства. Полное решение первой, проблемы, поставленной в п” 29, 
покажет, что основная теорема метрической геометрии остается спра- 
ведливой, каково бы ни было число измерений пространства. 

Ш. Локальная реконструкция пространства по его линейному 
элементу © 

32. Займемся теперь первой основной проблемой, поставленной в (п? 29). 
Задание линейного элемента 

d=) g,,da' dw (3) 
ij 

позволяет представить себе в каждой точке М(и!,..., и”) естественную 
декартову координатную систему (КЮ) данной величины и формы !) 
(с точностью до ориентации), имеющую вершиной точку М. Постараемся 
прежде всего охарактеризовать положение естественной координатной 
системы (К), связанной с точкой М’, бесконечно близкой к точке М, 
относительно системы (^). 

Координатные векторы е,, е.,..., е„ системы (Ю) являются ни чем 

дМ oM 
иным, как YaCTHBIMM MPOM3BOTHHIMH 71, ..., 54, YTO HHa¥e может быть 

выражено посредством равенства: 

— 1 2 п 4М=аше, + де, +... ++ 4и”е,. (7) 

С другой стороны, предположения, сделанные относительно аналитиче- 
ской природы координат и’, показывают, что векторы @j,..., @n, CBA- 
занные с М, отличаются бесконечно мало от векторов е,,..., е,. 
Чтобы определить их аналитически, мы вынуждены сделать добавочные 
предположения, а именно допустить, что координаты и’, если рассмат- 
ривать их как функции прямоугольных координат, допускают непрерыв- 
ные частные производные второго порядка. 

Направляющие параметры, т. е. контравариантные компоненты век- 
тора ©’; относительно л-эдра (А), будут тогда иметь вид: 

1 2 i—1 # Wy, WF,---, OF", 1-0, ..-, oF,” 

где через ’ обозначены выражения, линейные относительно диференци- 

anos du',..., du”: 

of = Th du + PE du®+ ...+T* du”; (8) 

1) рулем ее называть иначе естественным репером или естественным л-эдром. 
Прим. ре
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следовательно, можно написать: 

— k — Е de, = SY ote,= ST? due, (9) 
k k,r 

Первое, что нам нужно сделать, это — определить п? величин Г". Если это 
сделано, то положение всех л-эдров (А”), бесконечно близких к данному 
п-эдру (КЮ), будет по отношению к этому последнему определено: 
Если ГА заданы, то евклидово пространство может быть реконструи- 
ровано в окрестности начала М координатной системы (Ю). 

33. Прежде чем решать интересующую нас проблему, введем новые 
обозначения. Заметим, что если значок Ё в &\ остается неизменным, а 
значок А меняется, то и являются контравариантными компонентами 

вектора 4е; по отношению к (КЮ). Введем ковариантные компоненты 

o,= > бло: (10) 

этого вектора и положим. ° 

в; = У Г,„Чи”, 

иными словами, положим: ‘ 

Pie = > Salt. (11) 
k 

Установив эти обозначения, мы получим первую группу соотношений, 
которые послужат для определения коэфициентов, входящих в выраже- 
ния 0"; это — те соотношения, которые показывают, что величина и форма 

естественного л-эдра во всех точках определяются линейным элементом 
пространства, а именно: 

ее, = =... 

Диференцирование этих соотношений даст: 

Dd (gn08 + £a0) =dey, 
k 

или, CCIM HCOOAb3OBaTh opmyaH (107: 

9, =@ 8. () 

n2(n +1 
‚Число соотношений (Г) равно ео. Значит; эти соотношения 

недостаточны для определения неизвестных коэфициентов. 
Мы получим добавочные соотношения, написав условия интегрируе- 

мости уравнений (7) и (9): 

ам = Уаш е; _ @) 

4е, = У of @,. (9) 
,
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Удовольствуемся пока условиями интегрируемости уравнений (7); вы- 
9 

дйди Abang? 

o2M д /oM => wis re 
—_—_—_—_ —_—_ -_r е, ° ’ 

Ou'dus = Ou? (2 =. ‘ 

ou'dut ди dud == i : 

Из этих условий интегрируемости получаются следующие соотношения: 

числяя двумя различными путями вектор мы получим: 

которые можно записывать иначе, используя (П): 

— ! 

Гл; = Гу. (Г) 

Оставим пока в стороне условия интегрируемости уравнений (9) и за- 
1 

метим, что число уравнений (П) равно msl) 5 ), вместе gE ert п О урав- 

нениями (Г) это дает как раз п? — число уравнений, равное числу наших 
неизвестных. 

Чтобы решить уравнения (Г) и (1), возьмем в качестве отправного 
пункта уравнение: 

Og; _ oi 

которое выводится из (1), и заменим в нем Г,‚„ на Г;,, что можно сде- 
лать в силу (1). Получим: 

08; 
т = 

Циклическая перестановка индексов, проделанная два раза подряд над 
буквами &, /, А, дает два новых уравнения: 

OL ix 

Ds, + Гун Ont , 

`” де 
Г ‘ Г, —=—— » у Е kij dus 

Отсюда легко выводим: 

1 OS i OL ix Og; tj ta $C ee) Lf] ji 2 ди Тя — ди* i 

используя символ, введенный Э. Б. Христоффелем *) (символ Христоф- 
феля первого рода). 

  

1) E.-B. Christoffel, Ueber die Transformation der homogenen Differenti. lau.- 
driicky zweiten Grades (J. de Crelle, t. 70, 1869, crp. 48 nu 49).
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Легко убедиться в том, что найденные таким образом значения вели- 
чин Гун удовлетворяют уравнениям (Г) и (II); уравнения (П”) удовлетво- 
ряются, впрочем, немедленно в силу симметрии символов Христоффеля 
относительно верхних индексов. 

Так получаются искомые формулы: 

_p _ ГИ 1 (08% ‚ бж Wi; 
Pala =Le =o (gat ae аи )- (12) 

    

Теперь перейдем от Г ay KT “ путем обращения формул (П), получим: 

| == Ser, = Teal. ay 
ty Выражения { ‚} называются символами Христоффеля второго рода. 

Формулы (12) и (13) впояне решают поставленную задачу. Можно 
показать, что решение это единственно; это вполне согласуется с основ- 
ной теоремой метрической геометрии. 

Когда реконструкция пространства по его линейному элементу, таким- 
образом, выполнена, тогда путем интегрирования можно булет найти 
взаимное расположение естественных и-эдров, связанных с различными 
точками пространства. Мы возвратимся к этому в дальнейшем изложении. 

; 

[\. Абсолютное диференцирование. Кинематические 
приложения. Уравнения Лагранжа 

34. Рассмотрим в нространстве векторное поле. В каждой точке М 
вектор поля имеет, по отношению к локальному я-эдру, связанному с этой 
точкой, определенные контравариантные компоненты Х!, Х®, ..., Х". 
Определим геометрическое приращение х’— х вектора поля, которое он 
получает, если от точки ЛМ перейти к бесконечно близкой точке М'. 
Равенство 

x= > хе, 
t 

дает, если учесть формулы (9): 

ах = Хахе, + У Хе, = У(ах + X01) e, 
2 4,k $ k 

Мы видим, что элементарное геометрическое приращение вектора, или 
иначе, его абсолютный диференчиал, имеет по отношению к локаль- 
ному п-эдру, связанному с точкой М, следующие компоненты: 

рх=ах- У Хе, (14) 
k 

Величины ОХ? определяют абсолютный диференциал вектора данного 
поля; они являются его контравариантными компонентами. В частности.
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если векторное поле постоянно, то абсолютный диференциал равен нулю 

и мы получаем: , 

ах' + УХ, =0. (15) 
k 

Можно сказать, что если перенести вектор из точки М в бесконечно 
близкую точку таким образом, чтобы он остался равен и параллелен 
самому себе (параллельное перенесение), то должны будут иметь место 
соотношения (15). 

‚ Важно уметь вычислять ковариантные компоненты абсолютного дифе- 
ренциала некоторого вектора, имеющего ковариантные компоненты Х,. 
С этой целью введем произвольное яостоянное векторное поле с контра- 
вариантными компонентами (У’). Элементарное приращение скалярного 
произведения 

xy= > X,Y" 

может быть получено двумя путями. Во-первых, оно равняется скалярному 
произведению элементарного приращения вектора Х на постоянный век- 
тор у, т. е. выражению 

Урлх,и. 
: 

Во-вторых, можно проделать непосредственное вычисление, что даем 

$ je > xr +S Xav's 
z 2 

вторая сумма, если принять во внимание уравнения, аналогичные (15). 
которым удовлетворяет постоянное поле у, может быть записана так: 

— У ху: = — УХ, Июь 
i,k kz 

окончательно получаем: 

У ол, = У ( ах,— У Хи у". 
$ z k 

Это равенство справедливо, каково бы ни было постоянное поле у: сле- 
довательно, его можно сократить на 7', и мы получаем: 

рх,=ах,— У Хо (16) 

k 

35. Можно смотреть на эти результаты с несколько более общей точки 
зрения. Свяжем с каждой точкой М пространства определенную точку Р, 
задав координаты х!, ..., х* последней относительно локальной коорди-
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натной системы (Ю), заданной в точке М. Мы определяем таким образом 
поле точек. Найдем абсолютное элементарное смещение течки Р при 
переходе от Мк М'. Можно написать: 

P—M= > хе, 

откуда 

а(Р— М) = У ах, + У хе. 
: ki 

Следовательно, принимая во внимание (6), получим: 

аР = > | ax! + du’ + > хо! | е;. 
$ . k 

Положим, аналогично тому, что мы сделали в случае вектерного поля: 

рж= ах + ди - Удо (17) 
А 

эта формула определяет абсолютный диференциал поля точек. 
36. Результаты предыдущих пунктов (п? п? 33 и 34) позволяют нам опре- 

делить скорость и ускорение подвижной точки А. Предположим, что 
криволинейные координаты и’ этой точки являются заданными функниями 
времени; контравариантными компонентами скорости точки относительно 
локального й-эдра, связанного с этой точкой, будут, очевидно, 

; da’ 

Ускорением называется частное от деления абсолютного диференциала 
вектора скорости на 4: 

‚О _ Ш, чар, аш аш 19 
<at> ah, в 4. (19) 

k,h 

Ясно, что если м как функции времени известны, то достаточно знать 
числовые значения символов Христоффеля 2-го рода в точке M, ana Toro 
чтобы вычислить контравариантные компоненты ускорения. 

Формула (19) обобщает известную теорему разложения ускорений. 
Таким же путем можно найти ускорения различных порядков. 
37. Формула (19) дает нам сейчас же возможность найти уравнения 

прямых в изучаемой нами координатной системе. Для этого достаточно 
проинтегрировать систему диференциальных уравнений 2-го норядка: 

42 ; du dub 
at Qala Ge at =9 

kh
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в качестве независимой переменной # можно взять абсциссу $ текущей 

точки на прямой, абсциссу, отсчитываемую на самой этой прямой от 
некоторого начала; тогда получим: 

@ 

42 ‚ аваиш _ 
ast tds ds? (20) 

kh 

Мы получили бы этот же самый результат, если бы искали кривые, 

дающие минимальное значенис иптегралу (ds. 

Общим методом аналитической механики, который позволяет непо- 

средственно получить предыдущий результат, мы обязаны Лагранжу!). 
В самом деле, если составить выражение 2Т, дающее квадрат скорости 
ТОЧКИ: 

T= Sg, (wy (uw, 
id 

то уравнениями движения этой точки, на которую пою предположению 
не действуют никакие силы, будут следующие: 

d of OT 4 
dt a(u')’ ont 

Но теория уравнений Лагранжа в механике дает нам больше, чем ди- 
ференциальные уравнения прямых. Величины 

р— 94 9Т _9Г 
® i АЕ (duly ди 

нозволяют в действительности вычислить элементарную работу вектора 
ускорения для некоторого произвольного смещения точки 8. Эта ра- 
бота равна: 

> ¥,0u' = > P bu'; 

величины Р, являются таким образом ковариантныий компонентами 
ускорения движущейся точки. 

Нетрудно проверить это непосредственным вычислением. Подсчитаем 
сначала эти ковариантные компоненты непосредственно, отправляясь от 
контравариантных комнонент 1’, данных формулами (19). Принимая во 
внимание (11), получим без труда: 

фи du™ du* 
= > Sage + Slay a 

k kh 

1) Си. $ 36 [в частности формулу 47 этого параграфа] книги, А. Г. Вебстер, 
Механика материальных точек твердых, упругих и жидких тел, ГТТИ, 1933 г. 
Прим. ред.
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С другой стороны, вычисление лагранжевых величин Р; вает: 

_. ad аи ] Ag,,du* du* _ 
P= tm a(S ea ge dt) 2 sa out dt dt 

kh 

= Ув aut, | дез + 05 du‘ du* дек Чи" Ча” 
Sik Ge Tm (sae + out ) dt a) 3 2 Mad Ou dt dt 

kh kb 

d2uk khy du® du* 
= № 8a Get 2, lil aa: 

kh 

Мы видим полное совпадение обоих результатов. 
38. Основная теорема аналитической механики, вытекающая из уравне- 

ний Лагранжа, а именно теорема о том, что существенные механичес- 
кие свойства системы виртуально заключены в аналитическом выра- 
жении ве живой силы, приближается, как мы видим, к основной 
теореме метрической геометрии; последняя является, собственно, частным 
случаем первой, ` 

С практической точки зрения алгоритм Лагранжа является чрезвы- 
чайно удобным орудием для вычисления символов Христоффеля. Дей- 
ствительно, величины Г», для данного индекса { являются коэфициен- 

тами квадратичной формы относительно первых производных it? 

которая входит в выражение: 
4 9Т ОТ 

:— (01) out * 

В качестве примера рассмотрим линейный элемент пространства в по- 
лярных координатах: 

2 — 2 2 2 2 ein? 2. ds* — 47? - r* dO? + r* sin? Od 9: 

свяжем порядковые номера 1, 2, 3 соответственно с переменными г, 6, $. 
Имеем: 

_ >! 2(1!2 2 ein? Ay,/2. 27 =r? + r7h'? + 7 sin? Op”; 

a (5) — oT r' — rf? + 7? sin? 09", 
ДЕ \ д or 

и (a — a — 770” -|- 2rr'0' — r* sin 6 cos 69" 

® ‘i (5) — о =r" sin*§'9" + 2rsin® Gr'g' + 27° sin § cos 60'9’. 

Отсюда получается, если не писать символов Христоффеля, тожде- 
ственно равных нулю: 

. Р]=Е-ь о [= 
[2] =r, Ae — 73 $11 8 с0$ 6, 

[3 |= —r sin? 9, [3 = r* sin cos 9. 

—
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Отсюла мы без труда переходил к символам Христоффеля 2-го рода 
поделив соответственно на 1, Г? и г* $11п*6 уравнения первой, второй, 
н трезьей строк: 

(пр п 
12 1 3 iw, 
{5} = > {3 } = —sin 8 cos 6, 

i 
r 

{* __ 60$ 
> ASS — sind’ 

39. Кривизна пространственной кривой вычисляется без всяких за- 
труднемий. Если криволинейные координаты некоторой ее точки выра- 
жены как функции одного параметра 2, играющего роль времени, то 
известно, что бивектор, определенный скоростью И ускорением, имеет 

us 

своею мерой величину 2 rre Vv обозначает Скорость, а о — радиус крн- 

визны. Величина скорости дается следующим выражением: 
6 

du’ duj 
2 . v= > 8; 7 

‘J 

ускорение уже быяо определено; следовательно, можно вычислить меру 
] 

интересующего нас бивектора и отсюда вывести >. Заметим только, 

что если уравмения кривой даны, то вычисление ее кривизны в некото- 
рой точке М требует от нас лишь знания числовых значений для этой 

точки величин в» и Г.» т. е. величин 2;, и их частных производных 
первого порядка. 

Наяротив, вычисление кручения требует знания частных производных 
и первого и второго порядка от величины 2’. 

Нусть теперь дано уравнение некоторой поверхности. Нормальная кри- 
визна различных кривых, лежащих на этой поверхности и проходящих 
через точку М, выражается с помощью величин #;, и их частных произ- 
водных первого порядка. Значит, то же можно сказать о главных кри- 
визнах поверхиости в этой точке, о ее асимптотических направлениях, 
о касательных к линиям кривизны и т. д. 

@ 
У. Тензорный анализ 

49. Вычисления, проведенные в пб 34 для определения компонент 
абсолютного диференциала вектора, могут быть распространены на слу-% 
чай любого тензорного поля. Пусть, например, дано пофе смешанного 

тензора с двумя индексами: а’. Геометрическое приращение тензора, со- 
ответствующее переходу от точки М пространства к соседней точке, 
является бесконечно малым тензором, компоненты которого относительно 
локаяьното п-эдра, связанного с точкой М, мы обозначим через Да».
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Чтобы вычислить эти величины, введем два постоянных векторных. 
поля х, У (впрочем произвольных) и рассмотрим сумму 

Dorr; 
tJ 

элементарное изменение этой суммы равно, очевидно: 

° > Ва; ХУ. 
tJ 

с другой стороны, непосредственное вычисление показывает, что это же 
изменение равно 

У ащх'у, + Удах' У, + Saray; 
ty ty id 

учитывая постоянство обоих векторных полей Хх и у, получим: 

У [ da; — > ao; + У а’ | ХУ, 
ij k k 

Отсюда немедленно получаем искомые формулы: 

. о 
ра=4а— У; + Хао. (21) 

k k 

Легко понять, каков был бы результат, если бы мы вычисляли абсолютный 
диференциал тензора с каким угодно числом индексов как верхних, так 
и нижних. 

Если приложить изложенное к фундаментальному тензору 5; то 
получится теорема Риччи, согласно которой абсолютный диференциал 
фундаментального тензора равен нулю. Эта теорема очевидна, потому 
что в случае двух произвольных постоянных вектормых полей Хх иу 

сумма > У’ постоянна: она является скалярным произведением. 

ij 
векторов Хх и у. Мы имеем следовательно: 

Уре, =0. 
ty 

Эту теорему можно доказать и непосредственным вычислением. Имеем: 

i k, 
Dg y= dg ,,— Увы — Уи) ; 

k k 

правая часть равна нулю в силу тех самых уравнений (1), которые слу- 
жили для определения форм в).
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Вычисление абсолютного диференциала тензора приводит к замеча- 
тельному результату, если его приложить к п-вектору а*---". Имеем: 

Ра?..-* — да. т 4. x и... a 

= datum 4 git. "(9-е -... 0%, 

Если мы предположим в частности, что поле A-BeKTOPa постоянно, 
т. е. что постоянен объем И п-вектора, то получим: 

  

a _ 
da’. Vg _ d Ve _ of 

gizen Vv — Vg — 3? 

Vg 

мы получаем таким образом замечательную формулу: 

d ae =2=0 в! = Ги, (22) 

41. Абсолютное диференцирование вводит в тензорный анализ новое 
понятие — производную тензорного поля. В самом’ деле, коэфициенты 
а: абсолютного диференциала некоторого тензора а;,;: 

— k Da;, = Уд, Чи , 

k 

‘являются компонентами нового тензора. Чтобы в этом убедиться, цоста- 
точно доказать, что величины 

6,= Ха", 
k 

тде Х обозначает произвольное векторное поле, определяют тензор. Для 
этого представим себе, что по каждой из силовых линий векторного 
поля, которые определяются системой диференциальных уравнений: 

аи du __ __ du" 

XE KES Xe 

двигается точка, скоростБ которой все время равна соответствующему 
вектору поля. Мы получим тогда: 

Da;; 

Oe 

‘формулу, которая делает очевидным тензорный характер 6,,. Ясно, что 
индекс А, который вводится посредством этой операции, является кова- 

риантным индексом.
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Применим эту операцию к векторному полю АХ? (контравариантные 
компоненты) или Х; (ковариантные компоненты). В последнем случае 
мы получим дважды ковариантный тензор Х;,. Из формулы 

DX,=dX,— ~ Boks 

следует: _д ох 
fe ~2 Г.Х, 3 

Кососимметрический тензор: 

хорошо известен: это ротация а векторного поля. Его можно 
получить и непосредственно, вычисляя билинейный ковариант 

dw (3) — 8 (4) 

инвариантной диференциальной формы: 

е (4) = Х. аш - Ха... + Хам"; 
мы находим: 

dw (8) — 8 (d) = x 4 у (Чи би — buddu') = 

- 5% Шо 488 — ани’); 
(19) 

правая часть является скалярным произведением ротации (которая рас- 
сматривается как система бивекторов) и бивектора, определенного двумя 
бесконечно малыми векторами &М и $М. 

Другим важным тензором, связанным с производной векторного поля, 
является дивергенция поля: это тензор — скаляр, который получается 
в результате внутреннего свертывания производной векторного поля 
(у которой предварительно поднят один из индексов, если она была 
дважды ковариантна): 

Из формулы 

рх=ах+ > X* wf 
R 

получаем: 

X= = at AT 

Принимая во внимание формулу (22), можно дать следующее выражение 
для дивергенции векторного поля: 

OVE (Их divx = Ltd vin = ЕЕ (Vex) | ) (24) 

4 Kaptan
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Это простое выражение можно з‹олучить и другим путем. Ограничимся 
для простоты рассуждения трехмерным пространством. В прямоугольных 

ох OY | д2 
координатах х, у, 2 дивергенция 5 + ду 192 некоторого векторного 

поля (Х, У, 2) вводится чаще всего при вычислении потока векторов 
сквозь замкнутую поверхность посредством формулы: 

nN 

(32 OY 92 
\\ Xdydz+ Yde dx + Zdx dy—\\ ax t ay +50) dx dy dz. (25) 

xe 

Чтобы написать аналогичную формулу в произвольных криволинейных 
координатах, будем рассматривать элемент поверхности интегрирования 
как бивектор, плоскость которого касательна к поверхности, а мера 
равна площади элемента поверхности; этот бивектор должен быть ориен- 
тирован таким образом, чтобы его дополнитедьный вектор был направлен 
вне объема, ограниченного нашей заданной поверхностью. Подинтеграль- 
ное выражение в левой части уравнения (25) будет равняться тогда мере 
тривектора, определенного введенным выше бивектором и вектором (Х, У, 2). 
Что касается подинтегрального выражения в правой части равенства, 
TO OHO является произведением дивергенции поля на элемент объема 
пространства. 

Отсюда получаем общую формулу: 

( ( ИЕ (Хз аи - Хи аш - Хз4ий4и*) = \ $ divx Vg du'du*du', 
ee 

Применяя формулу Остроградского !), получаем тотчас же: 

| 1 Yo Vg. X*) 94 
divx= у Out (24) 

42. Изучение полей тензоров-скаляров (скалярных полей) приводит 
нас к понятиям, особенно важным в геометрии и в математической фи- 
зике. Скалярное поле является попросту функцией точки И(и1, ..., м”), 
определенной независимо от какой бы то ни была системы референции. 
Производный тензор 

ду 
= out V 

является градиентом функции У; он определяет таким образом поле 
векторов. Ротация этого поля тождественно равна нулю. Квадрат длины 
градиента, а именно: 

z0oVoVv 

De ди? диз (26) 
tj 

maeT HaM Nepswii Ougdbepenyuansnui napamemp A,V Benptpamu (Beltrami). 

  

1) См. $ 149 книги 9Э. Гурса, Курс математического анализа, т. 1, ч. 2, ГТТИ, 
1932 г. Прим. ред.
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Что касается дивергенции градиента, то она приводит ко второму 
диференциальному параметру Бельтрами: 

1 УЕ И д ,- в д AV=~—= (а УЕ = DalV2 De" zn): (27) 
° Veg i k 

В прямоугольных координатах получим: 

у — eV 
4,V= Ox? ay: Г 9 922 ° 

В случае ортогональных криволинейных координат в пространстве 
трех измерений будем иметь: 

AV = TaD aut аи) = 

(ев бы (У Е=ви ду) ду Aa 11829 0 
= i &1 Out NF 892 | our? 233 и 

V 28228 33 dul Out диз 

    

  

    

Эта формула была впервые получена Ламе. 

Мы видим, что в дивергенцию вэкторного поля, так же как и в оба 
диференциальных параметра Бельтрами, входят только частные произ- 
водные первого порядка от компонент g;, фундаментального тензора. 

В заключение заметим, что вторая тензорная производная У., от ска- 
$] 

лярного поля является симметрическим тензором, действительно, МЫ 

имеем: 

зу ЕОИ 

у, — дидил — 2 Vy ди’ 

впрочем, это свойство очевидно и без вычислений, потому что в пря“ 
моугольных (вообще в декартовых) координатах компоненты У), сво- 

2 

дятся ко вторым производным , 
Ou'du 

  

а свойство тензора быть симметрич- 

НЯМ OT координатной системы не зависит. ведь оно выражает только 

то, что инвариантная сумма № Vi, ХУ не изменится, если поменять 

7 

местами векторы Х и у. 
Тем же свойством обладает, очевидно, тензор У,„, — результат трех- 

кратного диференцирования тензора-скаляра И); но если бы мы попыта- 
лись проверить это путем вычисления, мы встретили бы затруднение: 
пришлось бы использовать условия, которые показывают, что данный 45% 
является квадратом линейного элемента евклидова пространства. С этими 
условиями мы до сих пор не всгречались; займемся теперь их изучением.
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УТ. Необходимые условия, которым удовлетворяет линейный 
элемент евклидова пространства 

43. Если дана произвольная диференциальная квадратичная форма 

ds = ©) g,, du’ dul, (3) 
tJ 

то в евклидовом пространстве, вообще говоря, не существует такой си- 
стемы координат (ни декартовой, ни криволинейной), в которой линейный 
элемент выражался бы с помощью этой формы. Для того чтобы такая 
‘система существовала, необходимо, чтобы можно было определить пря- 
моугольные координаты переменной точки М (относительно некоторой 
неподвижной системы осей) и проекции единичных векторов @,, ...,€ 

‚локального п-эдра, связанного с М таким образом, чтобы выполнялись 
‘соотношения; 

м, ам = `Уаше, (7) 

4е, = У «ге, (9) 
k 

Здесь . и’ обозначают диференциальные выражения 

w? = > Гане, 

k 

коэфициенты которых даются формулами (13). 
Условия интегрируемости уравнений (7) выполняются автоматически, 

в силу самого определения кфэфициентов Г*. 

Что касается уравнений (9), то в их условия интегрируемости войдут 
частные производные первого порядка от Г ‘ т. е. частные производные 

второго порядка от коэфициентов &;,. Мы сможем решить задачу только 
для того случая, когда &,} допускают непргрывные частные производные 
как первого, так и amopoz0 порядка. Это вовсе не означает, что за- 
дача вообще не может быть поставлена в случае, когда &;, имеют 
частные производные только ‚первого порядка. Но в такой постановке 
задача еще не решена. 

Уравнения (9) дают: 
de; kas 

j => Г; е,; 
k 

вычислив двумя различными способами вторую производную 
02@, 

Ou" ди‘ ) 

получаем: 
k 

хи Ув = (+ Ув | в, 
k bh k
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откуда сейчас же следуют искомые условия: 

г or 
дя — ди + У (Ге Гь — ГьГь) =0 (i, Rk, r,s=1,2,...,”). (28) 

h ' 

k 
Если в этих уравнениях мы заменим Г;; их значениями из формул (13), 

то получим необходимые условия, которым должны удовлетворять функ- 
ции &,, аргументов и",... и”. 

44. К этим уравнениям можно притти и иначе. С каждой точкой М 
пространства, которое мы предполагаем евклидовым, свяжем точку Р, 
определенную своими локальными координатами х!,..., х*. Мы получим 
таким образом поле точек. Абсолютный диференциал точки дается 
выражением: 

Dx'=dx'+ dui + > хот. 

k 

Положим 3 | 

Би + ei» + > хЕГь. 
k 

(¢,==0, ecm ifr, в,„=1, если. 1=7), 

так что получим возможность написать: 

‚ Вх = > D,x‘du" 

Пусть теперь а и В будут два бесконечно малых параметра (не зави- 
сящих от #1,..., 4”). Выбрав точку М (и1,..., и”), обозначим соответ- 
ственно через М’, М", М”’ точки, которые получаются следующим обра- 
зом: первая — путем увеличения на @ только координаты и”, вторая — путем 
увеличения на В только координаты №”, третья — путем одновременного 
увеличения координаты и” на @ и координаты и’ на В. Обозначим че- 
рез Р, Р’,Р", Р"' точки поля, связанные соответственно с точками М, 
M', М", М!". 

Бесконечно малый вектор РР’ имеет в качестве контравариантных 
компонент относительно локального п-эдра, связанного с М, вели- 
чины а), х’. Эти величины определяют поле вохторов. Если мы перейдем 
от Мк М", то вектор этого поля получит ириращение 

Р"Б" —РР, 
контравариантными компонентами которого будут величины 28D,D_x'. 

Таким же путем мы убеждаемся, что бесконечно малый вектор 

ee 

P'p'"— Pp и 

имеет компоненты 280,О,х’. Отсюда немедленно получается: 

D,D,x! — D,D,x' == 0.
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Вычисление дает: 

риа   D,D,x' = = +- 2 0, oT, = = - 

+ У Tet Soe + Eee Ti + Pre \ xT, Dee 

k cn 

Сравнение ‚с [0).О),х* немедленно приводит к уравнениям (28). 

Все это можно изложить иначе. Вектор РР", может быть вычислен 
двумя путями. В‹ Во-первых, его можно рассматривать как сумму вектс- 

ров РР’ и Р’Р": первый имеет компоненты ар,х*, а второй, который 

принадлежит к полю векторов РР", — компоненты 

  

ВО, х + agD,D,x’. 

Мы имеем, следовательно: 

PP" =aD,x' + BD; x! + 280,0, х. 
‹ 

С другой стороны, рассматривая РР’” как сумму РР" и Р"Р”, полу- 
чим: 

PP" — BD,x' + aD, x‘ =a8D,D, x‘. 

45. Вместо двух полей элементарных смещений 

MM (3u!=0,...,du"=a,... ,du*=0) 

MM" (6u!=0,...,du=6,...,du"=0), 

можно рассматривать два произвольных поля смещений, которые можно 
определить с помощью символов диференцирования 4 и 8, перемести- 
мых между собою. Если с помощью символов D и А обозначить соот- 
ветствующие абсолютные диференцирования; то искомые условия вы- 
разятся формулой: 

РАх' =АОх.. 

Но 

дж ах + but + У хоь (8 
k . 

Бах —4 (Ах) + У Аж вь (а) = 

— @4 + и + > dw, (8) + > x*do, (8) + 
k k 

+ У дх*ь (9 + УХ datos (2) + У хо» (8) в, (а): 
k & В, К
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Сравнивая с АОх’ и замечая, что 48х' =84х', 48и'=64и, получаем: 

Ух {ai (2) — в (d) +S (0; ©) 04 (4) — of (4) ol + 
k h 

\ 
+ > (Tin — Vga) 32* du’ = 0. 

kh 

Вследствие симметрии Г; мы получаем искомые условия в следующей 
форме: 

h (29) 

(i, k=1,...,72). ) 

ау (8) — dar (d) = У, [1 (4) ь (8) — 61 (8) въ (4) | 

toe 

Левые части уравнений (29) являются билинейными ковариантами 

выражений фк. Обозначая их с помощью штриха, получим более сокра- 
щенную форму записи: 

(wf) = SY [ox oi], (30) 
В 

hog 
где символ [к | заменяет определитель 

ё (4) въ (а) - 

. | 08(8) в (8). 

Нюложив все 4и равными нулю, за исключением 4и” —=1, все ди 
тоже равными нулю, за исключением ди: —=1, мы снова получим фор- 
мулы (28). 

УП. Линейные элементы ‚евклидова пространства 

46. Займемся теперь вопросом, будут ли условия (28), необходимые 
для того, чтобы данная форма 415“ давала линейный элемент евклидова 

пространства, также и достаточными. 
Сузим несколько нашу задачу. Рассмотрим определенную форму 45? 

с п переменными ц',...,\”, коэфициенты которой &;, являются в некс- 
торой числовой области (5) функциями, допускающими непрерывные 
частные производные первых двух порядков, причем дискриминант g HH- 
где нулю не равен. Мы будем говорить для краткости, что метрика, 
определенная формой 45%, регулярна во всей области (4$). Предположим, 
наконец, что область (5) односвязна. Это значит, что если рассмат- 
ривать и!, и?,...,‚ и” как лекартовы координаты гочки в обыкновенном 
п-мерном пространстве, то числовая область ($) отобразится на такую 
область это о пространства, в которой любой замкнутый контур может 
быть непрерывной деформацией стянут в точку.
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Сделав эти предположения, мы сможем доказать, что если соотноше- 
ния (28) удовлетворены, то всегда возможно отобразить числовую 
область (%)) на соответствующим образом подобранную область (А) 
евклидова пространства так, чтобы квадрат расстояния двух бесконечно 
близких точек области (А) был в точности равен данному 45°. 

Попробуем с этою целью определить точку Р и векторы е; евклидова 
пространства таким образом, чтобы тождественно выполнялись равенства: 

dP = > du'e,, 

de,= > we, 
k 

(cm. n° 33). Прибавим к этому следующие начальные условия: если пе- 
ременные и’ принимают систему числовых значений (и’), (расположенную 
в области %), то точка Р должна совпасть с данной точкой Рь, а век- 
торы е,—с данными векторами (е,;),, попарные скалярные произведения 
которых должны быть равны частным значениям &,, при и" = (и). 

Докажем, что система (31) интегрируема. 
Пусть 

(и), (a), +.., (Ш) 

будет некоторая система значений, принадлежащая к области (%). Если 
система (31) имеет решение, то мы получим точку Р и векторы е,, 
соответствующие этой системе значений, взяв в области (%) некоторую 
кривую, соединяющую (1‘), с (и’), и интегрируя систему (31) вдоль 
этой кривой. Будем рассматривать и как функции независимой пере- 

менной #, принимающие при #=0 значения (м), и при Ё=1 значе- 
ния (и’),, и проинтегрируем систему обыкновенных диференциальных 
уравнений: 

а = Уч аи 

kan (32) 

dt T= Га е к 
kh 

(31) 

взяв в качестве начальных значений неизвестных 1очку Р, и векторы (е,)‹. 
Мы получим таким образом при #ё=1 совершенно определенную точку Р 
и векторы @,. 

47. Докажем прежде всего, что полученные нами векторы е; при всех 
значениях { удовлетворяют соотношениям: 

В самом деле, в силу формул (32) мы имеем: 

Mi = & (a Ge ee, +I ее, .
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Скалярные произведения е;е;, удовлетворяют, следовательно, системе 
диференциальных уравнений, которая в силу самого определения коэфи- 

циентов Г (п° 33) имеет в качестве решений функции 2;,. Но оба ре- 
шения ее; и 5;, удовлетворяющие одним и тем же начальным усло- 
виям при #=0, ’должны быть тождественно равны друг другу. 

48. Докажем теперь, что, соединив в области (5)) системы значе- 
ний (и’), и (и), некоторой иной кривой, мы получим ту же самую точку 
и Те же векторы, что и в первом случае. 

В самом деле, раз область (%)) является односвязной областью, зна- 
чит, мы можем путем непрерывной деформации перейти от первой кривой 
ко второй. Представим себе непрерывную последовательность кривых, 
зависящую от одного параметра а и содержащую обе данные кривые. 
Каждая кривая семейства может быть определена посредством уравнений: 

‘__ fi и =) (а, 1), 

и, не уменьшая общности, можно предположить, что при #=0 

u' = (u'),, 
и при #=1 

и = (x'),, 

независимо от того, какое значение имеет параметр а. 
Поступая с каждой кривой семейства так, как это было только что 

указано, мы получим для каждой системы значений а и Е некоторую 

точку Р и векторы е.. 
В силу сделанных предположений мы имеем: 

oP ди 
OL — OL e; — 0, 

| 32) 
де ди" ( 
df Dy Tih GF =O. 

Ryh 
Положим теперь 

OP ди 

да wad Oa “8% 

(33) es се -y mS a —=е.. 

Продиференцируем уравнения (32) по а, уравнения (33) по Ё и вычтем 
из последних первые. Получим: 

Oe (5 au де!) 
Ot 4 ‘Ot Oa да 0 

о, у т (06 9) (оном aut duty, f {S) 
— в ( dt da Oa Ot suit OU \Oa Ot Ot dal“ 

Rh k,h, |
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де; де: 
Заменим в этих равенствах 5, и 5, их значениями из уравнений (32) 

и (33). В силу соотношений (28), которые предполагаются выполнен- 
ными, уравнения (34) сведутся к следующим: 

a _ yam, 
ot a ° 

$ depp ot (5) 
ot — > th “Ot Су. 

А, В 

При #=0 точка Р, векторы е; и функции и (Ё а) не зависят от а; 
следовательно, векторы Е и :; превращаются в нуль при #=0. Но эти 
векторы удовлетворяют диференциальным уравнениям (35), которые до- 
пускают решение = ==, =0. Значит, мы имеем тождественно: 

Е— Е, =. —... =6„==0. 

ди 
Но в силу сделанных предположений при #=1 все -- равны нулю; 

да 

формулы (33) показывают, что одновременно с этим (при =1) в 

OP de; 
да =0, да 9: 

N 

Следовательно, точка Ри векторы е; не зависят при #=1 от пара- 

метра а, а это как раз и есть то, что нужно было доказать. 
49. Точка Р и векторы ©; являются определенными функциями коор- 

динат и!,..., и”. Если даны две бесконечно близкие системы значе- 
- ний (1) и (Ш - 4и'), то можно предполагать, что обе соответствующие 

системы (Р, е;) определены с помощью кривой, выходящей из (u'), 
и проходящей через (и’) и (ши + 4и’). Это показывает, что уравне- 
ния (31) удовлетворяются тождественно. Векторы е; образуют локальный 
п-эдр евклидова пространства, отнесенного к координатам (и’), и так как 
мы имеем (пб 47) 

е, — 8: 

то (158 пространства тождественен с заданной формой 45*. 
Декартовы координаты х’ точки Р, которая соответствует системе 

значений (и’), являются вполне определенными функциями последних: 

x= F(u',..., и"). (36) 

Легко видеть, что функциональный определитель п функций Р” никогда 
не превращается в нуль. Уравнение 

> (dx')? = > .. j du’ du 

$ uJ 

Ox Ox* 
> oul Oud Bis 

к 

показывает, что
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Вычисление квадрата функционального определителя функций х* по от- 
ношению к \ дает тотчас же значение г. Но так как дискриминаит р 
по предположению отличен от нуля во всей области (3), то тем же свой- 
ством будет обладать и наш функциональный определитель. 

Из этого еще нельзя заключить, что всякой системе значений х’, по- 

лученной из уравнений (36), соответствует одна единственная система 
значений и; это можно будет утверждать только в том случае, если 
в области (>) ограничиться рассмотрением достаточно малой окрестно- 
сти системы значений (и). | 

Отсюда следует, что области (%) соответствует в евклидовом про- 
странстве область (А), линейный элемент которой в соответствующих 

координатах выражается с помощью данной формы 45%; но эта об- 
ласть (А) может частично или 'полностью перекрываться. Если огра- 
ничиться областью (%) в достаточно близком соседстве с точкою (и’),, 
то соответствующая область (А) не будет перекрываться, и ‘мы по- 
лучим взаимно-однозначное соответствие между системами значений и 
и трчками области (А). Область (А) будет односвязной, так же как 
и соответствующая область (%).



ГЛАВА Ш 

ЛОКАЛЬНО-ЕВКЛИДОВЫ ПРОСТРАНСТВА !) 

1. Понятие многообразия 

50. Точно определить общее понятие многообразия — задача достаточно 
трудная. Общее представление о многообразии двух измерений дает 
поверхность. Если мы рассмотрим, например, сферу или тор, то мы 
увидим, что эти поверхности можно разложить на конечное число частей, 
каждая из которых может быть взаимно-однозначно отображена на 
некоторую односвязную область евклиловой плоскости. 

Выражаясь точнее, для каждой точки Р, многообразия можно найти 
вблизи этой точки такую систему координат и, 9, что если и’, 9, яв- 
ляются координатами самой точки Р,, то существует положительное 
число 7, обладающее следующим свойством. Любая система чисел и, 9, 
удовлетворяющая неравенству; 

(и— из (9—5) < т, (1) 

представляет собою координаты некоторой точки многообразия, близкой 
к Р., и, наоборот, в достаточно малой окрестности Р, всякая точка Р 
имеет координаты и,9, удовлетворяющие неравенству (1). 

Сфера и тор являются многообразиями двух измерений, не имеющими 
границ. Круглый цилиндр, гиперболический параболоид являются откры- 
тыми двумерными многообразиями (с границей в бесконечности). Одна 
полость круглого конуса, из которой исключена вершина, образует 
многообразие, имеющее границы как в бесконечности, так и на конечном 
расстоянии (вершина). 

Объем, заключенный внутри некоторой сферы, представляет собою 
открытое многообразие трех измерений, причем границею служит сама 
сфера. Объем, заключенный внутри сферы, вместе с поверхностью, его 
ограничивающей, образует трехмерное многообразие, имеющее границу, 
но граница является частью самого многообразия, которое называется 
в таких случаях замкнутым. 

1) По поводу материала этой главы cm. W. Killing, Einfiihrung in die Grund- 
lagen der Geometrie, t. I, Paderborn, 1893; F. Klein, Conférences sur les Mathématiques 
faites a l’Exposition de Chicago (Conf. XI); J. Hadamard, Sur la forme de l’espace 
(Proc. - verb. des séances de la Soc. des Sc. phys. et nat. de Bordeaux, 1897—1898, 
ctp. 83—85); H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Flache, (Leipzig und Berlin, 1923, 
также Ма. Апп.. & 77, 1916, стр. 349); Н. Hopf, Zum Clifford - Kleinschen 
Raumproblem (Math. Ann. t 95, 1926, стр. 313—339). Смотри также Р. Ептдие$ 
Principes de la géometrie (Encycl. Sc. math., &. Ш, 1, стр. 131—136). 
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В предыдущих примерах каждое многообразие было определено как 
точечное множество, данное в некотором предсуществующем пространстве. 
Но можно представлять себе и многообразия, данные Ш abstracto. 
В общем случае многообразие п измерений характеризуется возможностью 
представить окрестность каждой точки Р, с помощью п координат и, 
способных принимать все значения, достаточно близкие к системе зна- 
чений (и*),, представляющей точку Р.. 

51. Координаты, с помощью которых возможно аналитически пред- 
ставить некоторую часть многообразия, могут быть выбраны бесконеч- 
ным числом способов. Переходя от одной системы координат к другой, 
мы всегда подразумеваем, что новые координаты являются непрерывными 
функциями старых, и наоборот. Топология имеет целью изучение 
свойств многообразий, инвариантных по отношению к таким прзобразо- 
ваниям координат. 

В диференциальной геометрии к этому прибавляется еще одно условие; 
именно, новые координаты, рассматриваемые как функции прежних, 
не только должны быть непрерывными, но должны, кроме того, допус- 
кать непрерывные частные производные вплоть до некоторого наперёд 
данного порядка. Совокупность свойств, инвариантных по отношению 
к преобразованиям такого рода, значительно шире совокупности топо- 
логически инвариантных свойств. 

Определим, например, кривую, задавая координаты ее точек как функ- 
ции некоторого параметра Е. Сказать, что эти функции диференцируемы 

относительно #, это значит установить некоторое свойство кривой, кото- 
рое сохраняется при всех допускаемых нами преобразованиях координат: 
мы приходим таким образом к понятию линейного элемента. Аналити- 
чески линейный элемент определяется заданием п координат и!,..., и" 
и отношений их диференциалов 4и!,..., 4и”. Геометрически он опре- 
деляется совокупностью кривых, касательных между собою в некоторой 
данной точке. 

Мы приходим к понятию двумерного элемента (элементарной пло- 
щадки), рассматривая множество линейных элементов, исходящих из одной 

точки и удовлетворяющих системе п—2 уравнений, линейных относи- 
тельно’ 4и!,..., 4и"; это, очевидно, такое свойство множества линейных 
элементов, которое сохраняется при преобразованиях координат. Таким 
же образом определяются элементарные площадки трех, четырех и т. д. 
измерений. 

Если из некоторой данной точки выходят четыре линейных элемента, 
касательных к одной и той же элементарной площадке,  ангармони- 

ческое отношение этих линейных элементов определит число, которое 
не меняется ни при каком преобразовании координат. Эти соображения 
можно обобщить многими путями. 

Подытоживая все это, мы можем сказать, что изучение свойств такого 
рода является геометрией многообразия, рассматриваемого с точки зре- 
ния группы непрерывных и диференцируемых точечных преобразований, 
тогда как топология является геометрией многообразия с точки зрения 
группы просто непрерывных точечных преобразований. 

Если предположить, что новые координаты допускают частные произ- 
водные первого и второго порядка относительно старых и наоборот,
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то совокупность геометрических понятий еще более возрастет. Можно 
будет говорить о кривых, имеющих соприкосновение второго порядка и т, д. 

52. Римановым многообразием или римановым пространством назы- 
вают многообразие, с которым связана метрика. Это значит, что в каждой 
части многообразия, представленного аналитически с помощью некоторой 
системы координат и‘, задана диференциальная квадратичная форма: 

45° — У 8; аи аи. 
ij 

Мы предполагаем, что коэфициенты формы д;, являются непрерывными 
функциями, допускающими непрерывные частные производные первого 
и второго порядка. Мы допускаем, следовательно, только такие пре- 
образования координат, при которых новые координаты допускают не- 
прерывные частные производные первого и второго порядка по отноше- 
нию к старым, и наоборот. 

Мы скажем, что метрика регулярна в данной области многообразия, 
если во всех точках этой области 45* является определенной положи- 
тельной формой от 4. | 

Мы сделаем еще одно естественное предположение, именно мы прелд- 
положим, что если многообразие составлено из нескольких частей, 
каждая из которых имеет свое аналитическое представление, то можно 
установить связь между метриками соседних частей. Можно предполо- 
жить, например, что аналитическое представление каждой части может 
быть немного продолжено вне ее, т. е. на соседние части, и что два 45%, 
полученные при этом на общих участках, будут сводимы один к другому 
посредством преобразования координат, которое связывает одно аналити- 
ческое представление с другим. 

Il. Локально-евклидовы пространства 

153. Риманово ‘многообразие называется локально-евклидовым, если 
во всех частях этого многообразия, определенных аналитически некото- 
рой системой координат и', форма 45? удовлетворяет условиям (28) (n° 43) 
линейного элемента евклидова пространства. 

Это значит, в силу доказанного в конце предыдущей главы, что много- 
образие в достаточно малой окрестности любой из своих точек М 
может быть отображено на некоторую малую область евклидова прэ- 
странства с сохранением линейного элемента 45*. Мы будем называгь 
такого рода отображение развертыванием рассматриваемой части много- 
образия на евклидово пространство. Обратно, полученная в результате 
такой операции область евклидова пространства будет развертываться 
на соответствующий малый участок многообразия. 

Если метрика риманова многообразия повсюду регулярна, то ясно, 
что можно шаг за шагом развернуть все многообразие на евклидово 
пространство. 

Но при этом нельзя быть уверенным 4 ртой: 
1. Что при развертывании мы получим все точки евклидова гространстеа.
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‚2. Что некоторая точка евклидова пространства, полученная при раз- 
вертывании многообразия на это пространство, не может быть получена 
больше чем один раз. 

54. Прежде чем итти лальше, поясним изложенное выше несколькими 
простыми примерами, относящимися к двумерным многообразиям. Круг- 
лый цилиндр в обыкновенном пространстве имеет в качестве линейного 
элемента 

45* = ди? -{ 4х", 

если через и обозначена криволинейная абсцисса (заключенная между 0 
и Г), отсчитанная по круговому сечению, а через о — ордината: это — 
евклидов линейный элемент; но многообразие не будет олносвязным, 
и развертывание его на евклидову плоскость даст последовательность 
бесконечных лент шириною [. Каждой точке цилиндра соответствует 
бесконечное число точек плоскости, которые получаются друг из друга 
в результате переноса, имеющего постоянное направление на расстояние, 
равное произвольному кратному величины [. Мы видим, что плоскость 
здесь покрыта вся целиком и притом один единственный раз. Мы по- 
лучим образ нашего многообразия, если возьмем на плоскости ленту, 
имеющую ширину / и бесконечно простирающуюся в обе стороны, и если 
при этом мы буцем считать тождественными две точки, лежащие на 
параллелях, ограничивающих ленту, если прямая, соединяющая эти точки, 
перпендикулярна этим параллелям. 

Другой пример даст нам тор. Положение точки на торе вполне опре- 
деляется двумя углами @ и $, каждый из которых заключен между 0 
и 2; задавая на торе линейный элемент с постоянными коэфициентами 

ds* = ad(? + 2bd Ody + ca¢?, 

мы определим на этом многообразии евклидову метрику !). В евклидовой 
плоскости переменные @ и $ будут декартовыми координатами. При 
развертывании на евклидову плоскость тор покроет, таким образом, 
napannenorpam O<O0<2n, OS P<2n, ecan, onpenenan развертывание, 
мы не будем проводить на торе кривых, пересекающих линии @=0 
или Ф—=0. Если от этих ограничений отказаться, то тор развернется 
на всю плоскость, которая будет покрыта один единственный раз; но 
областью, представляющей ‚многообразие, булет параллелограм, противо- 
положные стороны которого должны быть при этом идентифицированы. 

В качестве последнего примера рассмотрим одну бесконечную полость 
круглого конуса, линейный элемент которого 45” определяется метрикой 
объемлющего пространства (обычного). Этот линейный элемент, как 

известно, тоже будет евклидовым. Только здесь вершина конуса являет-я` 

1) \\. К!Шаф заметил, что можно реализовать это многообразие (при 8 ==0), 
рассматривая в евклидовом пространстве четырех измерений поверхность, опре- 
деленную уравнениями: 

%,=Vacos6, х.= Иа 0, х,=Усс0$$, х, =Ус= п $. 

СШога дал еще и другую его интерпретацию, в трехмерном эллиптическом 
пространстве.
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особой точкой метрики, потому что полупрямая, исходящая из вершины 
и проходящая последовательно через все направления (на конусе), опи- 
сывает угол меньший 2. Желая избежать исследования особых точек 
метрики, мы должны исключить из рассмотрения вершину нашего много- 
образия; многообразие будет, таким образом, открытым со стороны 
вершины (и в бесконечности) и с точки зрения топологии будет иден- 
тично круглому цилиндру. 

Развертывание этого многообразия на евклидову плоскость даст теперь 
всю плоскость (за исключением одной точки), но эта плоскость будет 
перекрыта бесконечное число раз (по крайней мере в том случае, когда 

синус половины угла при вершине конуса будет иррациональным числом). 
Результат, как мы видим, резко отличается от того, который мы полу- 
чили в двух предыдущих случаях. 

Наконец, любая развертывающаяся поверхность имеет также евклидов 
линейный элемент 45%, но при этом ребро возврата будет геометрическим 
местом особых точек метрики; рассматривая только одну полость поверх- 
ности, мы получим развертывание, при котором будет покрыта только 
часть евклидовой плоскости, но эта часть может быть перекрыта не- 
сколько раз и даже бесконечное число раз. 

55. В связи с тем, что сейчас было сказано, возникает мысль о со- 
отношении между фактом покрытия евклидова пространства (при раз- 
вертывании некоторого многообразия) целиком и фактом покрытия его 
один единственный раз. Общим в двух последних примерах было то, 
что рассматриваемое многообразие было открытым, причем граница была 
на конечном расстоянии — обстоятельство, которое не имело места в двух 
первых примерах (цилиндр и тор). - 

Мы исключим из рассмотрения римановы пространства, имеющие осо- 
бенности, аналогичные особенностям конуса. Для этого необходимо рас- 
смотреть внутреннюю геометрию этих многообразий, не связанную 
< предсуществующим объемлющим пространством. 

Определим сначала расстояние [АВ] двух точек А и В риманова 
пространства с повсюду правильной метрикой как нижнюю границу 
длин всевозможных дуг кривых (спрямляемых), соединяющих точку А 
с точкой В. Легко видеть, что если даны три любые точки А, В, С, 
то будет иметь место неравенство: 

[AC] < [AB] + [BC]. 

Назовем сферой с центром А радиуса Ю множество точек, удовлетворяю- 
щих неравенству: 

[AM] < В. 

Бесконечное множество точек пространства мы назовем ограниченным, 
если расстояние от некоторой фиксированной точки А до точёк этого 
множества является ограниченным; очевидно, это свойство не зависит 
от выбора постоянной точки А. 

Скажем, что точка Р риманова пространства является предельной 
точкой бесконечного множества (Е) точек этого пространства, если 
в любой сфере с центром Р произвольно малого радиуса г существует
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по крайней мере одна точка множества (Е), отличная от Р; их суще- 
ствует в этом случае и бесчисленное множество. 

56. В дальнейшем мы будем рассматривать только римановы простран- 
ства с регулярной повсюду метрикой, обладающие тем свойством, что 

всякое бесконечное ограниченное множество точек такого простран- 
ства имеет по крайней мере одну предельную точку. Очевидно, бес- 
конечная полость конуса (без вершины), рассматриваемая как двумерное 
риманово пространство с метрикой, индуцированной объемлющим евкли- 
довым пространством (обычным), не обладает этим свойством. Будем 
называть Нормальным риманово пространство, имеющее повсюду регу- 
лярную метрику и обладающее указанным свойством. Цилиндр, тор 
(с метрикой, определенной, как было указано выше), само евклидово 
пространство — являются, очевидно нормальными пространствами. 

Существует два больших класса нормальных пространств. 
Нормальное риманово пространство называется замкнутым, если 

любое множество точек этого пространства имеет по крайней мере 
одну предельную точку. В таком пространстве расстояние от постоян- 
ной точки ДА до переменной М ограничено; действительно, в против- 

ном случае существовала бы бесконечная последовательность точек 
М., М. ..., М,,..., такая, что расстояние [АМ,| возрастало бы не- 
ограниченно; но это невозможно, потому что такая последовательноеть 
имела бы по крайней мере одну предельную точку Р, и внутри сферы 
с центром Р радиуса Г находилось бы бесконечное число точек после- 
довательности — точек М,„, как угодно далеких от точки А, тогда как 
на самом деле мы имеем: 

[4мМ,] < [АР] +. 

Можно добавить, что расстояние [ММ] между двумя переменными 
точками тоже будет ограниченным; это следует из неравенства: 

[MN] < [AM] + [AN]. 

Ясно, что справедливо и обратное предложение: если расстояние двух 
леременных точек нормального риманова пространства ограничено, то 
пространство замкнуто, потому что любое бесконечное множество точек 
этого простоанства @ ]огНогё ограничено и, следовательно, имеет пре- 
дельную точку. 

Незамкнутое нормальное риманово пространство будем называть 
открытым в бесконечности; таким пространством является круглый ци- 
линдр, а также само евклидово пространство. Это наименование понятно 
само собой: оно выражает ту мысль, что существуют бесконечные после- 
довательности точек, неограниченно удаляющиеся от некоторой данной 
точки Аи не имеющие предельных точек. 

Ш. Нормальные локально-евклидовы римановы пространства 

57. Поставим себе целью доказать следующую фундаментальную тео- 
рему: | 

Если риманово пространство с евклидовой метрикой нормально, 
то, развертывая его на евклидово ‘пространство, мы покроем послед- 
нее один и только один раз. 

5 Картан
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Мы видели, что для каждой точки /ИМ, риманова пространства суще- 
ствует положительное число г, обладающее тем свойством, что, уста- 
новив соответствие между точкой М, и точкой Р, евклидова простран- 
ства, мы тем самым автоматически установим взаимно-однозначное соот- 
ветствие между точками сферы ($) с центром Р, радиуса г и точками 
риманова пространства, достаточно близкими к М.. Эти точки образуют, 
очевидно, односвязную сферу (Х) с центром в М. 

Число г, связанное с точкой /Л,, не является, конечно, однозначно 
определенным, его можно заменить ̀ любым меньшим положительным 
числом. Но здесь важно следующее замечание: 

Если точка М, находится от точки М, на расстоянии, меньшем 
положительного числа e<r, moc M, можно связать число Г =1— в. 
Действительно, точка М, лежит внутри (>); в евклидовом пространстве 
ей соответствует точка p! ‚внутренняя по отношению к (5), и сфера (S’) 
с центром в Р, радиуса r—e лежит целиком внутри (5$); это как раз 
и доказывает существование взаимно - однозначного соответствия между 
точками сферы (5”) и некоторой окрестностью точки М.. 

58. Предыдущее замечание показывает, что если точка М остается 
внутри или на границе некоторой замкнутой области, например сферы 
риманова пространства, то величина г остается большей некоторого 
положительного числа р. В самом деле, если бы это обстоятельство не 
имело места, то можно было бы найти бесконечную последовательность чисел 

84, 2, ee .) =„,.. у 

стремящуюся к нулю, а также последовательность точек области 

М,, M,, оо .) M,, ees 

таким образом, чтобы было невозможно связать с точкой М,, число г, 
большее =„. Но рассматриваемая ‚последовательность точек имеет по 
крайней мере одну предельную точку М,, с которой можно связать 
число г. Если обозначает сколь угодно малое положительное число, 
то существует бесконечное множество точек последовательности М,, рас- 
стояние которых от М, будет меньше $; со всеми этими точками можно 
связать число г, —е, которое превзойдет =„ при п достаточно большом. 

Доказав это предложение, сделаем следующее. Выберем в римановом 
пространстве начало ЛМ, и поставим ему в соответствие точку евклидова 
пространства Р, и декартову систему координат (Ю,), определенную с точ- 
ностью до ориентации числовыми значениями коэфициентов g,, Ффунда- 
ментальной формы в точке М,. Заметим, впрочем, что (А.) определена 
с точностью до поворота и отражения. Отправляясь от точки Р., снаб- 
женной локальной системой координат (Ю,), мы развернем риманово про- 
странство на пространство евклидово. 

59. ТоРЕМА 1. /7]ри развертывания риманова пространства евкли- 
дово пространство покрывается целиком. 

Пусть Р — некоторая произвольная точка евклидова пространства. 
Соединим Р, с Р произвольной кривой (С) конечной длины [. Рассмот- 
рим в римановом пространстве сферу (») с центром в Му радиуса R, 
где Ю — данное число, большее, чем [. (Эта сфера может совпадагь со
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всем римановым пространством, если последнее замкнуто, а Ю достаточно 
велико.) Сфере (Х) соответствует положительное число р, меньшее, чем 
все числа г, связанные с различными точками (2). 

Представим себе в евклидовом пространстве последовательность сфер 
радиуса р, первая из которых имеет центром точку Р., последняя — 
точку Р, причем все промежуточные сферы имеют центры на кривой (С) 
и частично перекрывают друг друга, так что каждая точка кривой (С) 
является внутренней по отношению по крайней мере к одной из сфер 

последовательности. Кривую (С) можно будет тогда разделить на неко- 
торое число частичных дуг 

Р.Р,, Р.Р.,..., Р.Р, 

расположенных каждая внутри соответствующей сферы нашей последо- 

вательности. Установив это, рассмотрим дугу Р,Р/; эта дуга, расположенная 
внутри первой сферы радиуса 0, при отображении евклидова пространства 
на риманово даст некоторую дугу М,/И,, расположенную целиком внутри 
сферы (*»); то же будет с другой Р.Р. и со всеми следующими дальше 
дугами, которые дадут в римановом пространстве отображение, лежащее 
целиком в (>). Кривая (С) развернется, таким образом, на некоторую 
кривую (71), которая в свою очередь даст кривую (С) при развертывании 
риманога пространства на евклидово. Теорема таким образом доказана. 

60. В конечной точке М кривой (1) коэфициенты &;, имеют опреде- 
ленные числовые значения. Если вдоль кривой (1) В римановом простран- 
стве мы имеем все время олну и ту же систему координат, то локальные 
п-эдры, связанные с различными точками кривой (С), будут меняться 
непрерывно, так что каждая точка (С) будет снабжена своей декартовой 
координатной системой (Ю). 

Если в частях риманова пространства, пересеченных кривою (1), будут 
две различные системы координат (й‘) H (v'), TO Ha первом участке 
кривой (С) мы получим декартову систему (Ю,), затем на втором участке 
(С) получим (Ю,). На границе участков будет разрыв непрерывности 
в изменении п-эдра. Может, впрочем, случиться, что кривая (%), отпра- 
вившись из точки М, области с координатами и', пересекает затем об- 
ласть с координатами v‘ и снова возвращается в область координат и. 
Мы получим тогда на кривой (С) дугу с местной координатной систе- 
мой (А,), вторую дугу с системой (Ю.) и третью — снова с системой (Ю,,). 

Если одна и та же система координат сохраняется вдоль всей кри- 
вой (1), то и-эдр (Ю), связанный с Р, очевидно, будет так же ориенти- 
роган, как и п-эдр Ю,, связанный сР,. Но если кривая (1), отправляясь 
из некоторой области с координатами и’, возвращается в нее, пересекши 
область с координатами 1", то п-эдр (Ю„), связанный с Р, может и HE 
быть ориентирован так, как п-эдр (R,)), связанный с Р,. Действи- 
тельно, в первой граничной точке двух областей оба п-эдра (Ю.) и (Ю,) 
будут ориентированы одинаково или же различно, в зависимости от того, 
каков будет знак у функционального определителя 

D(vi, v2, ...,0") 

О (и1, и2,..., и”) 
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во второй граничной точке снова будет играть роль знак этого опреде- 
лителя, но нет никаких оснований считать а рпом, что в обеих рас- 
сматриваемых точках знак у определителя будет один и тот же. 

В заключение добавим почти очевидное замечание о том, что некото- 
рый определенный путь, выходящий из точки Р, евклидова простран- 

ства, может быть отображением лишь одного единственного пути, выхо- 
дящего из точки М, риманова пространства: это вытекает из того дока- 
зательства, которое мы только что привели. 

61. ТЕОРЕМА Il. При развертывании риманова пространства 
евклидово пространство покрывается только один раз. 

Достаточно показать, что две различные кривые (С) и (С"), начи- 
нающиеся в точке Р, и оканчивающиеся в точке Р, при отображении 
евклидова пространства на риманово дают две кривые, начинающиеся 
в М, и оканчивающиеся в одной и той же точке М. В доказательстве 
приходится опираться на односвязность евклидова пространства. 

Представим себе последовательность дуг кривых: 

(С), (C,), ve ey (Ст) (С’), 

исходящих из точки Р, и оканчивающихся в точке Р. Обозначим 
длины кривых (С) и (С’) соответственно чергз [и Г, и возьмем на ка- 
ждой из этих кривых параметр 2, непрерывно изменяющийся от 0 до 1, 
когда мы описываем соответствующую кривую. Можно взять, например, 

t= для первой кривой, 
5 

/ 
5 

t=-,  » второй » , 
l' 

причем 5$ обозначает здесь криволинейную абсциссу, отсчитываемую от точ- 
ки Р.. Пусть, далее, уравнениями этих кривых в прямоугольных координатах 
будут соответственно: 

x,=f, (f) (1) 

. x, =F, (6). (2) 

Определим кривую (С,) с помощью уравнений 

x,=af, (t)+ (1 —4) 9, (4) (0<a<1). (3) 

Для кривой (С,) имеем: 

У 4х1 = [48+ (1—4) +2а (1-4 Ул 04 

и неравенство 

Уля ol<V Leo OV Leow 

дает: У ах? < [1+ (1 —а) Гран. 
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Пусть С будет наибольшее из двух чисел Ги Г. Мы видим, что криво- 
линейния абсцисса любой точки кривой (С) не может быть больше [1, 
и, следовательно, все кривые нашего семейства имеют длину не боль- 
шую, чем [.. 

Пусть А будет число, большее, чем Г; рассмотрим в римановом про- 
странстве сферу (>) с центром в М, и радиусом А и обозначим через р 
положительное число, меньшее, чем все числа Г, 
связанные с различными точками сферы (>). 

Оценим, наконец, расстояние между двумя 
точками, лежащими одна на кривой (C,), 
другая на кривой (С.’) и соответствующими 
одному и тому же значению #. Имеем: 

и —(@аба У, © —9, (6. 

Обозначим через 0) наибольшее значение, 
которое получает сумма в правой части ра- 
венства при изменении Ёот 0 до 1. 

Получим: 
6<(a—a’) D. 

Разделим теперь интервал (0, 1) изменения 
перемен сй а на частичные интервалы, каждый   из которых меньше и рассмотрим = Р 

3 D’ 
кривые (С), (С,),..., (С„), (С’), соответствую- 
щие точкам подразделения. Интервал (0,1) изменения переменной { тоже 

| 
к
 

разделим на частичные интервалы, каждый из которых меньше -; г, и 
©
 t
o
 

обозначим точки деления через 

0, ¢ об... 
2-1? 

1. 

Этим значениям #Ё соответствуют на каждой из кривых (С;) точки Р., 

и (рР—1) промежуточных точек Р},..., РР". 
Сферы радиуса 0, имеющие центры в точках 

P,, Pi, P?, ...,P?", 

обладают следующим свойством: каждая точка KaK Kpusoli (C,), так 
и кривой (С...) является внутренней по отношению по крайней мере 
к ОЗной из этих сфер. Для (С;) =то очевидно. Положим теперь, 

h 
uto Q—HekoTopaa TOUKa KpHBOH (C;,,) (pur. 1), а Рил-— та из (р-+ 1) 

точек Ра, которая расположена всего ближе к ©); имеем: 

12 1 
дуга ОР <5 5+ L=~ 9,
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с другой стороны, 

следовательно, 

иными словами, точка @ лежит внутри сферы радиуса р с центром 
в точке Р». 

(р--1) сферам радиуса р, имеющим центры на (С), соответствуют в ри- 

мановом пространстве (р -- 1) сфер, частично перекрывающих друг друга, 
центры которых лежат все р’утри (2); кривая (С) отобразится в рима- 

новом пространстве на кривую (71), начинающуюся в точке /4, и кон- 
чающуюся в точке /М — центре последней сферы. Кривая (С,), очевидно, 
тоже отобразится на некоторую кривую (1,), начинающуюся в М, 
и оканчивающуюся в М. Рассматривая (р-+1) сфер, имеющих центры 
на кривой (С,), мы убеждаемся, что и кривая (С,) отобразится на неко- 
торую кривую (],), которая начинается в М, и оканчивается в М. Про- 
должая шаг за шагом это рассуждение, мы убеждаемся, что и кривая (С") 
даст в римановом пространстве кривую (\’), исходящую из М,, оканчи- 
вающуюся в М и лежащую целиком внутри (>). 

Отсюда следует, что при обратном отображении (развертывании) 
риманова пространства на евклидово только одна точка М сиожет 
отобразиться в точку Р. А это и требовалось доказать. 

Таким образом наша основная теорема полностью доказана. 
62. Предположим в частности, что мы имеем односвязное риманово 

пространство. Отображая евклидово пространство на риманово, мы по- 
кроем последнее один и только один раз. Следовательно, эти два про- 
странства тождественны между собою, тождественны в том смысле, 
что существует взаимно - однозначное соответствие между точками этих 
пространств, сохраняющее расстояния между точками. 

Всякое риманово пространство, нормальное, односвязное и имеющее 
евклидову метрику, тождественно с еквлидовым пространством. 

В частности такое пространство простирается в бесконечность. Отсюда 
следует в случае п=2, что поверхность сферы, которая односвязна, не 
может быть аналчтически задана с помощью одной единственной 
повсюду регулярной координатной системы. В противном случае, обо- 
значая через и и 9 координаты и взяв в качестве линейного элемента 
выражение 45* = 4и* + 49*, мы определили бы на сфере повсюду регу- 
лярную евклидову метрику. 

1\. Группа голономин нормального локально-евклидова 
пространства 

a 

63. Рассмотрим теперь нормальное риманово пространство, локальнчо- 
евклидово, но многосвязное. При развертывании его на евклидово про- 
странство, точке М, будет соответствовать несколько точек (может быть 
даже бесконечно много): 

Py, Py Р.,...
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С каждой из этих точек будет связана местная декартова система коор- 
динат (репер) 

(К), (К), (К), ..., 

определенная значениями коэфициентов &,;, в точке Му. Все эти реперы 
либо тождественны, либо симметричны. 

Ясно, что если начать развертывание, установив соответствие между 
точкой ЛМ и точкой Р., имеющей репер (К,), то это развертывание 
ничем существенным не будет отличаться от предыдущего; если некото- 
рый путь (1), ведущий от М, и М, приводил при первом отображении 
в точку Р с локальной координатной системой (№), то новое развер- 
тывание приведет к точке Р’и системе (^К’), так же расположенным 
по отношению к (Ю.), как Ри Ю были расположены по отношению 
x (R,). | 

Отсюда следует, что перемещение $, (которое может сопровождаться 
отражением), преобразующее в евклидовом пространстве (A,) B (Ю.), пере- 
ведет (Ю.) в (Ю.), (Ю.) в (Ю,) и т. д. Действительно, п-эдр (R,) полу- 
чается из (Ю), при развертывании некоторого замкнутого контура 
(цикла) (4;), который начинается и оканчивается в М,; если будем раз- 
вертывать TOT же цикл, отправляясь от (A,), TO получим некоторый 
п-эдр (Ю;), расположенный относительно (А‚) так же, как (К;) располо- 
жен относительно (А,); этот п-эдр (А,) можно получить, развертывая 
сначала цикл (1,), затем цикл (1;). 

64. Из этих соображений попутно вытекает, что смешения 

5$, 5, 5»... 

образуют группу. Действительно, сохраняя обозначения предыдущего 
n°, MBI видим, что если выполнить последовательно операции $, и5,, 
то п-эдр (А,) сначала преобразуется в (К,), затем в (Ю,); общее сме- 
щение будет, следовательно, тождественно с 5;;: 

S,8,=S,. 

Полученная таким образом группа С называется группой голономии ри- 
манова пространства. Каждому п-эдру (Ю;) соответствует определенное 
преобразование этой группы и притом единственное, именно, то, которое 
переводит (Ю,) в (А;). п-эдру (К) соответствует тождественное преоб- 
разование. 

Преобразования группы голономии могут быть приложены к любой 
точке © евклидова пространства. Если, например, преобразование $, 
переводит ее в (., то это значит, что точка @, так расположена отно- 
сительно (Ю,), как точка @ была расположена относительно (Ю,). Обо- 
значим через (7) кривую риманова пространства, которая преобразуется 
при развертывании в некоторую данную кривую (С), соединяющую Р, с О, 
и пусть № будет конечная точка этой кривой. Мы получим, очевидно, 
точку Q,, развертывая кривую, составленную из цикла (%,) и дуги (1); 
эта сложная кривая начинается в М, и кончается в №; следовательно, 
точки ©, и О соответствуют одной и той же точке риманоза про-
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странства. Будем называть такие точки гомологическими или просто 

го.-иологами. 
65. Докажем теперь два основных свойства группы голономии. Пусть 

Р — произвольная точка евклидова пространства; она соответствует неко- 
торой определенной точке М риманова пространства. С этой точкой 
можно связать положительное число г, обладающее тем свойством, что 
всякой точке Р’, отличной от Р и расстояние которой от Р меньше г, 
соответствует точка М, отличная от М. Следовательно, гомологи 
точки Р удалены от нее на расстояние, больщее чем г. 

Это свойство выражает собою прерывность группы голономии. Дей- 
ствительно, группа называется прерывной, если с каждой точкой Р можно 

поставить в соответствие такое число г, чтобы все отображения точки Р 
отстояли от нее на расстояние большее чем г. 

В случае непрерывной группы может случиться, что существуют неко- 
торые исключительные точки, которые являются своими собственными 
гомологами для некоторых из преобразований группы. В нашем случае 
это не может иметь места. Иными словами, любое преобразование группы 
голономии, отличное от тождественного, не имеет ни одной инва- 
риантной точки.. ` 

Мы получаем, таким образом, следующую теорему: 
Группа голономии локально-евклидова пространства прерывна, 

и никакое из преобразований этой группы, за исключением тожде- 
ственного, не оставляет инвариантной ни одной точки пространства. 

\У. Фундаментальный полиэдр 

66. Когда круглый цилиндр развертывается на плоскость, каждая 
точка цилиндра отображается один и только один раз на некоторую 
полосу, ограниченную двумя параллельными прямыми, расстояние между 
которыми равно длине окружности сечения, перпендикулярного образую- 
щей пилиндра. Мы покажем сейчас, что и в общем случае всегда можно 
построить полиэдр, содержащий одно и только одно отображение каждой 
точки риманова пространства. Для определенности. проведем рассужде- 
ния для случая п = 3. 

Такой полиэдр можно построить с помощью так называемого ради- 
ального метода. Рассмотрим множество точек евклидова пространства, 
которые расположены ближе к точке Р,, чем к любой из точек Р., Р., ..., 
гомологичных точке Р,. Это множество определяет область $ (фунда- 
ментальную область), граница которой состоит из точек, равноудален- 
ных от Р.и от каждой из гомологичных точек. 

Область В выпукла, потому что, если Ом О’ лежат в этой области, 
то обе они расположены по ту же сторону, что и Р., относительно 
плоскости, перпендикулярной отрезку Р.Р; и проходящей через его 
середину (каково бы ни было 1); следовательно, это же можно сказать 
и про любую точку Ю отрезка ОО’. 

Пусть теперь ©@ будет произвольной точкой : евклидова пространства. 
Вследствие прерывности группы голономии С существует одна или ие- 
сколько точек из числа Р., Р., Р., ..., более близких к Q, чем все 
остальные. Предположим сначала, что имеется только одна такая точка Р..
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Преобразование 5! группы С, переводящее Р; в Р,, переводит О 

в некоторую определенную точку А, которая, очевидно, ближе к Р,, 
чем все другие гомологичные ей точки, и которая, следовательно, лежит 
внутри области 38. C другой стороны, в этой области не существует 
другой точки Ю’, гомологичной О, потому что в противном случае 

преобразование, переводящее Ю'’ в @, переводило бы Р, в некоторую 
точку Р; расположенную ближе к ©, чем все иные гомологичные точки 
и, следовательно, совпадающую с Р;; следовательно, и точка А’ была 
бы тождественна с точкой Ю. Если ‘бы существовало несколько точек 
Р, Р»..., одинаково удаленных от © и более близких к ней, чем 
все другие гомологичные точки, то операции $:\, $; 1 ‚ ... Перевели бы 

О в точки Ю, PR’, лежащие на границе } и гомологичные между собою. 

67. Фундаментальная область Ф, как мы сейчас покажем, пред- 
ставляет собою полиэдр, ограниченный конечным числом плоских 
граней. 

Предположим сначала, что область Ж конечна. Обозначим через Ю 
максимум расстояния от Р, до границы „В. Все точки сферы с центром 
в Р, радиуса А, сферы, ° содержащей $ внутри себя, расположены, 
конечно, ближе к Р’,, чем точки Р‚, внешние по отношению к сфере 
с центром в Р, и радиуса 2Ю. Для того чтобы исследовать область $, 

достаточно, следовательно, рассматривать только те из точек Р,, кото- 
рые расположены внутри или на поверхности этой последней сферы. 
Таких точек может быть только конечное число; следовательно, 
область З будет ограничена конечным числом плоских граней, лежащих 
в плоскостях, равноудаленных от Р, и от некоторых из точек Р,. 

Предположим теперь, что область 38 простирается в бесконечность. 
Это значит, что существует по крайней мере одна полупрямая, исходя- 
щая из Р, и целиком лежащая внутри В (в силу выпуклости SB). 
Если Р.=— такая полупрямая, то все точки Р,, гомологичные Р., будут, 
очевидно, расположены либо в плоскости ([), проходящей через Р, 
и перпендикулярной Р.,2, либо в той части пространства, которая рас- 

положена со стороны плоскости (П), противоположной прямой Р.2. 
Предположим сначала, что существует только одна полупрямая, рас- 

положенная целиком внутри %. Расстояние от Р, до точек области З, 
расположенных в плоскости (П), или со стороны (П), противоположной 
прямой Р,2, будет иметь верхнюю грань А; тогда, для того чтобы изу- 
чить В, достаточно рассмотреть те из точек Р‚, которые расположены 
внутри или на поверхности сферы с центром в Р, радиуса 2Ю, и мы 
придем к тому же заключению, что и в предыдущем абзаце. 

Предположим далее, что существуют две прямо противоположные 
полупрямые Р.2 и Р,2’, лежащие целиком внутри ЗЪ. Теперь все точки P, 
необходимо должны “быть расположены в плоскости (II), проходящей 
через Р, и перпендикулярной к полупрямым Р,г и Р.,г’. Достаточно 
рассмотреть те из них, которые расположены внутри или на поверхности 
сферы с центром в Р, радиуса 2R, где через Ю обозначена верхняя 
грань расстояния от Р, до точек области ФФ, расположенных в плос- 
кости (П). В этом случае область 3 представляет собою призму, нео- 
граниченно простирающуюся в обе стороны.
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Предположим, наконец, что ни один из разобранных выше случаев 
не имеет места. Существование двух полупрямых (не прямо противопо- 
ложных) Р,2 и P42’, целиком лежащих внутри ЗВ, влечет за собою то, 
что и все полупрямые Р,г”, лежащие внутри угла 2Р’,г’ в плоскости 
этого угла, оказываются целиком лежащими в В. Множество полупрямых Руг, 
лежащих внутри В, заполняет таким образом коническое (или пирами- 
дальное) выпуклое тело, и все точки Р, могут расположиться только 
внутри или на поверхности дополнительного конуса. Заканчивается 
рассуждение так же, как и в предыдущих случаях. 

68. Если построить около каждой точки Р‚, гомологичной P,, со- 
ответствующую фундаментальную область ФЗ, то все евклидово прост- 
ранство будет заполнено точками этих областей, и притом так, что 
различные фундаментальные области не будут перекрывагься. Все эти 
области булут, очевидно, равны межлу собою, так что мы получим 
своеобразное разбиение пространства на правильные клетки. 

Touxam P,, фактически служившим для построения границы области $, 
соответствует конечное число преобразований 5, группы голономии. 
Преобразование $‘ переводящее Р;, в Р‚, в свою очередь переводит 
точку Р, в некоторую точку Р‚, отличную от Р‚, так как в противном 
случае середина отрезка Р,Р; была бы инвариантной точкой преобразо- 
вания 5, а это противоречит основному свойству группы С (n° 65). 
Точкам Р, и Р, соответствуют две грани 5; и 0, полиэдра GB, причем 
точки этих двух граней попарно гомологичны; действительно, от любой 
точки РЁ; мы переходим к соответствующей точке РЁ, посредством прео- 

1 
бразования; 

$: ‘=5,. 

Таким образом грани фундаментальной области З попарно гомо- 
логичны друг гругу, и преобразование, приводящее точки одной грани 
в совпадение с гомологичными точками другой, тождественно тому 
преобразованию, которое переводит точку Р, в точку Р„, симметрич- 
ную точке Р, по отношению ко второй грани. 

Эти преобразования называются фундаментальными преобразова- 
ниями группы голономии. Наименование это объясняется тем, что любое 
преобразование группы С получается в результате выполнения фун- 
даментальных преобразований, произведенных в определенном порядке 
надлежащее количество раз. Действительно, от Р, к Р; можно перейти, 
пересекая некоторое число фундаментальных полиэдров; грани этих 
полиэдров гомологичны граням ФВ; достаточно выполнить фундаменталь- 
ные преобразования, соответствующие этим граням, и притом в порядке 
обратном тому, в каком эти грани следуют друг за другом, для того 
чтобы перевести 3 в $, т. е. Р, вР,,. 

Группа голономии допускает, таким образом, конечное число основ- 
ных операций, с помощью которых можно построить все преобразо- 
вания этой группы. Заметим еще, что группа голономии содержит 
бесконечное число преобразований. Если бы это было не так, то центр 
средних расстояний от Р, до ее гомологов, число которых было бы 
конечно, являлся бы инвариантной точкой для всех операций группы.
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\УТ. Определение всех нормальных локально-евклидовых 
пространств 

69. Теперь мы в состоянии свести определение всех нормальных 
локально-евклидовых пространств к некоторой проблеме теории групп. 

Пусть С —группа смещений (связанных или не связанных с отраже- 
нием), которая обладает двумя свойствами, сформулированными в п” 65, 
именно— свойством быть прерывной и свойством не содержать ни одного 
преобразования (кроме тождественного), имеющего инвариантные точки. 

Евклидово пространство, если условиться считать в нем тожоде- 
ственными две точки, гомологичные по отнои:нию к группе С, и при- 
нять обычную метрику, дает нам риманово пространство, нормальноз, 
локально-евклидово. Чтобы ясно отдать себе отчет в этом, заметим, 
что если дана некоторая точка (© евклидова пространства, то все ее 
гомологи в силу прерывности группы С будут расположены вне неко- 
торой сферы с центром в О радиуса Ю. Возьмем сферу с центром в Q 

радиуса x внутри этой сферы не может быть двух точек С, и Qa, 

гомологичных между собою; действительно, если бы ‘такие точки были, 
то преобразование группы G, переводящее ©, в О., — преобразование, 
для которого точка Q не является инвариантной точкой, перевело 
бы точку О в точку О’, причем мы имели бы: 

Q,2 — <. С’; 

QQ" < QQ, 4+ 2,0’; 

QQ'< 2Q, + QQ, <R, 
ИЛИ 

а это противоречит сделанным нами предположениям. Следовательно, 

любая часть евклидова пространства, внутренняя по отношению к рас- 

R 
сматриваемой сфере радиуса › состоит из различных точек риманова 

пространства, и метрика там повсюду регулярна. Число г, соответствую- 
щее (вп? 57) точке ©, рассматриваемой как точка риманова простран- 

ства, здесь по менышей мере равно с. 

Можно получить более конкретное воплощение риманова пространства, 
построив фундаментальный полиэдр, что всегда можно сделать, если 
только известна группа С, отправляясь от точки Р, пространства и ее 
различных гомологов. 

Метод построения фундаментального полиэдра, принятый нами, не 
является единственно возможным. В некоторых случаях бывает выгодно 
его несколько видоизменить. Предположим, наприм-р, что преобразо- 
вания группы голономяи @, оставляющие инвариантной евклидову 
метрику пространства, оставляют также инвариантной другую метрику, 
определенную в декартовых прямоугольных координатах диференциаль- 
ной квадратичной формой с постоянными коэфициентами. Тогда можно 
будет построить фундаментальный полиэдр, прилатая попрежнему ражи-
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альный метод, но приняв эту новую метрику. Полученный таким образом 
новый полиэдр не будет равен первоначальному, но это не имеет ника- 
кого значения. 

Если риманово пространство замкнуто, то различные фундаменталь- 
ные полиэдры, которые можно для него построить, будут все огра- 
ничены; они все будут инеть один и тот же обзем, соответствую- 
щий полному объему риманова пространства. 

Заметим еще, что римановы пространства, связанные с группой GC, 
состоящей только из смещений (без отражений), являются ориентируе- 
мыми, в противном же случае — не ориентируемыми. 

УП. Нормальные локально-евклидовы пространства двух 
измерений 

70. Применим изложенные выше общие принципы к случаю двух 
измерений. Нам нужно определить все прерывные группы, составленные 
из параллельных перемещений или же из параллельных перемещений, 
сопровождающихся отражением относительно прямой, параллельной на- 
правлению движения. 

У пространства ориентируемого группа голономии будет состоять 
только из параллельных перемещений. Множество гомологов точки Р 
(включая и эту точку) образует таким образом либо линейную сеть, 
либо плоскую сеть. Первый случай соответствует цилиндру, второй — 
тору с евклидовой метрикой. Пространстга первой категории отличаются 

друг от друга только величиной основного параллельного смещения, 
пространства второй категории (пространства Клиффорда)— более су- 
‘щественными признаками; с каждым из них связана система эллиптиче- 
ских (дважды периодических) функций; существенное различие соответ- 
ствующих пространств обусловливается модулем этих функций. 

Для построения фундаментального многоугольника здесь можно вос- 
пользоваться замечанием, сделанным в п° 69. Действительно, любая 
группа параллельного переноса оставляет инвариантными все метрики 
с постоянными коэфициентами. Если мы рассмотрим, например, группу 

х' = х-- ра + да', 
(4) 

у’ —=у- р + 45', 

где ри @— два произвольных целых числа, а, а’, 6, 6’, — постоянные, 
то достаточно будет рассмотреть такую метрику, в которой векторы 
(а, 6) и (а', №') будут единичны и ортогональны. Многоугольник, полу- 
ченный по радиальному методу, будет параллелограмом, стороны кото- 
рого соответственно равны и параллельны этим векторам. 

71. Теория аналитических функций комплексного переменного легко 
приводит к евклидовым метрикам, по крайней мере в некоторой опре- 

деленной области. Пусть /(2) будет аналитическая функция, голоморфная 
в окрестности точки 2, и равная нулю только при 2=2,. Уравнение 

45% = |} (2) аг |?
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определяет в плоскости комплексного переменного 2 евклидову метрику, 

регулярную в окрестности точки 2,; действительно, если через $(2) 
обозначим некоторую первообразную функцию от / (2), например положим 

‚ 9(а= | f(z) dz 

(функция, определенная в окрестности 2,), и если положим, кроме того, 

9(z)=P + iQ, 

. ds* — dP* + dQ*. 
то получим: 

Этого достаточно, чтобы убедиться, что действительно получилась 
евклидова метрика. Но, с другой стороны, эта метрика и регулярна, 
потому что, полагая 

2=х- /(2)=А(х, y)+iB(x, У), 

ds* — (A? +. B*) (dx* + dy), 
мы получим: 

причем коэфициент 4*- В не равен нулю в точке 2.. 
Легко разыскать локально-евклидовы многообразия, имеющие повсюду 

регулярную метрику. Возьмем сначала в качестве /(2) рациональную 
функцию 2, не имеющую нулей в конечной части плоскости: 

= ов, 

где © (2) — некоторый полином, целый относительно #. При 2 = со метрика 

  
ds? — ee 

t 

причем ф(0) будет отлично от нуля. Это будет иметь место в том слу- 
чае, когда @(2) будет полиномом не выше второй степени. В этом 
случае многообразие, образованное плоскостью комплексного перемен- 
ного (включая бесконечно удаленную точку), будет иметь метрику, регу- 
лярную везде, кроме двух нулей полинома (© (2); если отвлечься от этих 
двух точек многообразия, точек, которые по отношению к рассматри- 
ваемой метрике являются бесконечно удалгнными точками, то мы 
получим двумерно-евклидово пространство с двумя границами в беско- 
нечности. Это пространство, очевидно, ориентируемо. Следовательно, 
оно развертывается на евклидову плоскость, образуя бесконечную после- 
довательность лент, таким же образом, как цилиндр. Обозначая через и 
и © прямоугольные координаты евклидовой плоскости, мы увидим, что 2 

останется регулярной, если при 2 1 выражение д 5G) 2) примет вид 9 (t) dt,
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является периодической функцией от и-- Ю. Обращение интеграла 

ает таким образом однозначн просто периодическую | | Е Че д р ую пр р у 

функцию. 
Можно также рассматривать не однозначную функцию } (2); в этом случае 

существует риманова поверхность, на которой эта функция однозизачна. 

1 
Если, например, взять функцию SO= T=» то метрика 

dst =| dz 2 

У1 — 22   

будет, как это легко видеть, регулярной во всех точках римановой 
поверхности, за исключением двух точек 2 = оо на обоих листах; удаляя 
эти две точки многообразия, мы получим многообразие с двумя грани- 
цами, но расположенными опять в бесконечкости по отношению 
к рассматриваемой метрике. Обращение даст нам снова просто перио- 
дическую функцию. 

\ 

Возьмем, наконец, эллиптический интеграл \ где А(г2) обо- 
dz 

VR(2 ” 
значает полином четвертой степени. Метрика 

ЕЕ | 

ИР (2) 

повсюду регулярна на римановой поверхности, связанной с функцией 

УЕ (2), не исключая ни единой точки. Мы определяем таким образом 
замкнутое многообразие с повсюду регулярной евклидовой метрикой. 

Следовательно, это многообразие, развертываясь на евклидову плоскость, 
дает сеть параллелограмов, а 2, однозначная функция точки многообра- 
зия, является аналитической, однозначной, дважды периодической функ- 
цией комплексного переменного и-- №, где и и о обозначают прямо- 
‚угольные координаты евклидовой плоскости, на которую производится 
развертывание. Мы доказали, таким образом, основное свойство обра- 
щения эллиптического интеграла. 

Это же рассуждение без всяких изменений можно было бы приложить 

к интегралу 1-го рэда, связанному с некоторой алгебраической кривой 
1-го ранга и р-й степени, | 

fe, )=0 

«_| Q(z, t)dz |2 

$= || 

Метрика 

’ ~ 

где О —сопряженный полином степени р—3, нтовсюду регулярна на 
римановой поверхности, соответствующей рассматриваемой кривой. 

Рассуждение не может быть приложено к гиперэллиптическому инте- 

гралу 
\ 42 

ИЮ (2) °
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потому что метрика становится нерегулярной в двух точках &-= осо, 
точках, которые по отношению к этой метрике не являются бес- 
конечно удаленными. 

72. Перейдем к неориентируемым пространствам. Всякое преобразова- 
ние группы С, содержащее отражение, может быть определено в прямо- 
угольных координатах с помощью уравчений вида: 

х'=х фа, } 

! e 

y= — J; 

такое преобразование, повторенное два раза подряд, дает смещение, 

параллельное оси Ох, на величину 2а. Следовательно, в С содержатся 
смещения, параллельные Ох. Пусть а — наименьшее положительное из 

этих смещений: всегда можно добиться того, чтобы @ имело значение, 
меньшее, чем а, а так как, кроме того, 2а должно быть кратным а, 

а 

(5) 

то можно положить а= у. Мы будем иметь таким образом в группе С 

следующие преобразования: 
'—= x-+ na, 
1, (6) 

У == У, 

1 
x'’= x + (n+3)a, 

| 2 (7) 
У — У. 

Предположим, что в группе С имеются смещения, не параллельные 
оси Ох, и пусть 

x'’= x +1, 

yo=yt+u 
— одно из этих смещений. В группе С будет тогда и смещение 

x'= x +1, 

} 

у —У— цв, 

являющееся результатом трех последовательных преобразований: 

а а 

x’ =x + о; х=х +). х=х—5 

y= —Y; Y=ythH y=—y, 
Следовательно, будут и смещения на величину 2), параллельные Ох; 

а 
значит А является целым кратным от 5 › кратным, которое всегда можно 

свести к 0 или к 5. Но к 5. его свести нельзя, потому что в этом 

случае группа содержала бы преобразование 

x'= x, 

Y=—y +h, 

имеющее инвариантную точку (0; и .
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Следовательно, группа С содержит смещение, параллельное Оу. Отсюда 
немедленно вытекает общая форма преобразований группы: 

х' = х -- ра, 

y'=y+ qb; ©) 

'=x+(p +5) 4, 
y= y=, 

(9) 
a 

где р и 4 обозначают произвольные целые числа. 
73. Существуют, следовательно, два класса неориентируемых локально- 

евклидовых пространств, соответствующие двум классам пространств 
ориентируемых. 

В качестве фундаментальной области пространств второго класса можно 

# 
р | C 
  

  

          

Pe 
AM Ay; 

0 Е 

т МмМ——и 

и р 
A P "2 8 

Фиг. 2. Фиг. 3. 

взять прямоугольник, имеющий центр в начале, стороны которого па- 
‘ a 

раллельны осям и равны соответственно > и Ь (фиг. 2). 

Двумя основными операциями группы будут: 

ж=х+5 х = х, 

y=—y Y= +; 

первая переводит сторону АД в сторону СВ, причем локальная коорди- 
натная система, связанная с точкой М на АД, меняет ориентацию при 
переходе к гомологичной точке М’ на СВ; вторая влечет за собой пре- 
образование стороны АВ в сторону ОС, причем локальная координатная 
система, связанная с точкой Р на АВ, сохраняет свою ориентацию 
в гомологичной точке Р’ стороны DC.
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74. Задержимся нескалько дольше на первом классе неориентируемых 
пространств, группа голономии которых дается формулами: 

х'=х-+ па, (6) 

y=y; 
1 

и (и +3)4, (7) 
. y=—y. 

В качестве фундаментальной области можно взять полосу плоскости 
; a 

(фиг. 3), заключенную между прямыми х=0 и X= 55 

ной. операцией, переводящей , 

первую прямую во вторую, | 

булет 

причем основ- 

АИ ~ 

  

Ho можно взять иную фун- 
даментальную область, более   
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=
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    удобную, заменяя часть первой, м 
расположенную под осью Ох, 0 _ A if | в 
ее гомологом относительно ос- 1 | I 
новного преобразования. Мы | . 
получим таким образом (фиг. 4) г 
часть плоскости, расположен- Фиг. 4. 
ную под осью Ох между пря- 
мыми х—=0 и х=а. Этой области соответствуют два основных преобра- 
зования: одно, определенное уравнениями: 

'=x-+a, 
^ 

У — У, 

переводит сторону х=0 в сторону х=а: другое, определенное урав- 
нениями: 

ж=х+о, 

y= — У, 

преобразует отрезок ОА и его продолжение АВ. Соотношение мёжлу 
точками, расположенными на границе, и связанными с ними локальными 
координатными системами указано на чёртеже. 

а 
Пространство имеет одну замкнутую прямую с длиною 5, именно 

OA= AB; прямые, параллельные оси Ох, тоже замкнуты, НО имеют 
удвоенную длину, именно a; прямые, перпендикулярные оси Ох, 

6 Картан
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бесконечны в обоих направлениях, они представлены в фундаментальной 
области двумя полупрямыми, пробегаемыми в противоположных напра- 

влениях; если, например, первая заканчивается в точке © (фиг. 4), то 
вторая начинается в гомологичной точке О'. Что касается остальных 

прямых, то они также бесконечны в обоих направлениях; на фиг. 5 

изображена одна из них, причем 
изображена она целиком внутри 

р фундаментального многоугольника. 
В 2 p! Мы видим, что она сама себя 

8 Пересекает и притом в бесконеч- 
. - ном числе точек; если итти вдоль 
PL р” Hee, отправляясь от точки P.,, 
РЕ pr то первая точка, в которой она 

пересечет самое себя, будет лежать 
между Р’, и Р;; в дальнейшем они 

    
  

| AR будут следовать одна за другой 
A р" регулярно, так что с точки зрения 

. топологии рассматриваемая прямая 
- будет иметь форму, изображенную 

Py - с А на фиг. 6. 
EF LR Из этого примера видно, что 

о в некоторых локально-евклидовых 
0 _ р пространствах направление не яв- 

В А р, _  дяется абсолютным; вектор, ко- 
торый перемещается параллельно 

Фиг. 5. самому себе и начало которого 
описывает цикл, может вернуться 

`в исходную точку, имея направление, отличное от первоначального. В рас- 

сматриваемом пространстве существуют два направления абсолютных или 

стабильных: направление, параллельное оси х, и направление, ей пер- 

пендикулярное. 

75. Оба класса замкнутых локально-евклидовых пространств имеют 
каждый в качестве фундаментального многоугольника параллелограм. 

  

, р р р ` RB 

р R 7 А laa 
; > : o> Ge IOI 

Фиг. 6. 

Легко проверить, что в обоих случаях имеется по два ребра (негомо- 
логичных между собою) и по одной вершине (все четыре вершины гомо- 
логичны между собою). Обозначая через А число существенно различ- 
ных ребер, через 5 — число существенно различных вершин, получим: 

A=S+1. 

Это соотношение можно связать со свойством, имеющим значительно 
большую общность. Разобьем произвольным образом двумерное, замкну-
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то? локально-евклидово пространство (имеющее, следовательно, конечную 
полную поверхность) на некоторое число многоугольников, достаточно 

малых для того, чтобы к ним можно было применять теоремы обычной 

планиметрии. Пусть РЫ— число этих многоугольников, А — число их раз- 

личных сторон, $— число различных вершин. Сумма углов многоуголь- 
ника с п сторонами равна 

a(n — 2); 

следовательно, общая сумма всех углов всех многоугольников будет 

m(2A— 2F). 

С другой стороны, общая сумма углов, сходящихся у каждой вершины, 

равна 2л. Мы имеем, следовательно, соотношение: 

m(2A—2F)=2rS 
ИЛИ 

F+S=A. 

На основании известной теоремы топологии (Апа!у$!$ $#и$) справедли- 
вость этого соотношения в случае одного какого-либо подразделения 
пространства на многоугольники влечет за собою справедливость его 
и при всех других способах подразделения. В частности, рассматривая 
все пространство как один единственный многоугольник, получим Ё=1 
и А=$-1. 

Отсюда можно получить показанную выше теорему о том, что на 
сфере не мож-т быть установлена повсюду регулярная евклидова метрика; 
действительно, разбивая поверхность сферы на многоугольники, мы придем 
к классической формуле Эйлера: 

Е+ 5$5=А+2 1). 

76. Определение прерывных групп С в трехмерном пространстве может 
быть проведено без особых затруднений. Есяи риманово пространство 
ориентируемо, то его группа G может состоять только из параллельных 
и винтовых перемещений. За исключением случая, когда группа G 
порождена одним единственным винтовым перемещением: 

x' =x cosna—y sin na, 

y =x sinna+ycosna, 

2’'=2-+nh, 

где п — произвольное целое число, й — постоянная длина и Я — постоян- 

ный угол, — все винтовые перемещения, фигурирующие в группе G, 
п к Qt 

соответствуют углам поворота, равным -, =, 5; или т. Фундаменталь- 

ная область в первом из рассматриваемых случаев, когда угол я может 
быть и несоизмеримым с п, представляет собою часть пространства, заклю- 
ченную между плоскостями 2=0 и 2 =1. 

  

1) См. Ф. Клейн, Элементарная математика с точки зрения высшей, т, П, Гео- 
метрия, ГТТИ, 1934 г., стр. 177—182. Прим. ред. 

Gt
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УШ. Нормальные локально-евклидовы пространства и 
элементарная геометрия 

77. В любом достаточно малом участке нормального локально-евкли- 
дова пространства выполняются все теоремы евклидовой геометрии, так 
что, не выходя из этого участка, нельзя решить вопроса о том, является 
ли данное пространство евклидовым или нет. Некоторые из аксиом эле- 
ментарной геометрии, в которых говорится о свойствах пространства 
в целом, сохраняют свою силу, другие — нет. 

Среди первых отметим следующую: между двумя любыми точками 
пространства можно провести прямую. В справедливости этой аксиомы 
мы убеждаемся немедленно, отобразив локально-евклидово пространство 
на его фундаментальный полиэдр. 

Напротив, аксиома, в силу которой через каждые две точки проходит 
единственная прямая, выполняется только в евклидовом пространстве. 
Действительно, пусть Р и О — две точки фундаментально-евклидова 
пространства; рассмотрим гомологи точки О: пусть это будут Q,, ©.,..., 
о,,.... Прямые РО, РО., РО.,..., РО,„,... евклидова пространства, 
введенные, если нужно, в фундаментальный полиэдр, представляют собою 
бесконечное число прямых риманова пространства, соединяющих две его 
точки, соответствующие Р и О. | 

Мы видим, что аксиома: «Через две любые точки пространства 
можно провести лишь конечное число прямых» достаточна, чтобы вы- 
делить обычное евклидово пространство из всех локально-евклидовых 
пространств. 

18. Можно стать, следуя В. Киллингу, на несколько иную точку зре- 
ния. В евклидовом пространстве движение твердого‘ тела передается 
любому иному твердому телу, неразрывно связанному с первым, если 
угодно, то даже всему пространству в целом. В локально-евклидовом 
пространстве твердое тело достаточно малых размеров обладает той же 
степенью подвижности (без деформаций), что и в евклидовом простран- 
стве. Этого уже не будет, если твердое тело достаточно ‘велико; выра- 
жаясь более точно, если его отображение на евклидово пространство 
(при развертывании риманова пространства) выйдет за пределы фунда- 
ментального полиэдра. Евклидово движение, выполняемое вблизи точки Р,, 
вызывает в евклидовом пространстве вблизи точки Р., гомологичной 
TouKe Py, движение, вообще говоря, иного характера, нежели рассматри- 
ваемое движение: например, скорость точки Р, будет расположена по 
отношению к п-эдру (Ю.), связанному сР., иначе, чем скорость точки Ру 
по отношению к П-эдру (Ю,). Можно сказать, что если взять замкнутую 
цепь твердых тел, каждое из которых наглухо связано с предыдущим, 
и если сообщить первому телу некоторое движение, то тем самым будет 
сообщено движение и всей системе в целом, причем может случиться, 
что предпоследнее тело будет сообщать первому движение, отличное 
от сообщенного ему первоначально. Иными словами, локально-евклидово 
пространство не допускает полной свободы движения, свойственной про- 

странству евклидову. | 
Если мы хотим, чтобы общее движение ТГ всего пространства бьло 

возможно, то для этого необходимо и достаточно, чтобы смещения Р.О,
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испытываемые различными точками Р;, гомологичными точке Р., были 
одинаково расположены по отношению к соответствующим п-эдрам (Ю,). 

Следовательно, последовательность смещений $; и Т, переводяшая Р, 
в О; через Р‚, должна быть эквивалентна последовательности тех же 

смещений, но произведенных в обратном порядке, Ги S;, которая тоже 

переведет Р, в О,, но на сей раз через 3. 

Разыскание движений, которыми может обладать целиком все ри- 
маново пространство, сводится, такими образом, к разысканию сме- 
щений евклидова пространства, переместитечьных по отнощению 
к каждому из преобразований группы голономии. 

Нетрудно доказать, что всякое смещение, — сопровождающееся отра- 
жением или нет, безразлично, — переместительное по отношению ко всем 
параллельным переносам, сводится само к параллельному переносу. От- 
сюда следует, что не существует никакого смещения (связанного или 
не связанного с отражением), которое было бы переместительно по отно- 
шению ко всем параллельным перемещениям. Таким образом получается 
следующая теорема: 

Если нормальное локально-евклидово пространство обладает полной 
подвижностью евклидова пространства, то оно само является евкли- 
довым пространством. 

Двумерное пространство Клиффорда допускает только параллельные 
перемещения, тогда как цилиндр допускает кроме параллельных переме- 
щений также и отражения относительно замкнутых прямых, которые 
лежат на нем.



ГЛАВА [М 

ЕВКЛИДОВЫ ПРОСТРАНСТВА, КАСАТЕЛЬНЫЕ И 
СОПРИКАСАЮЩИЕСЯ ПО ОТНОШЕНИЮ К ПРОСТРАНСТВАМ 

РИМАНА 

1. Касательное евклидово пространство 

79. Рассмотрим риманово пространство, определенное как многообразие, 
в котором задан произвольно линейный элемент: 

458 — У 5 ди. (1) 
tJ 

Будем считать, что диференциальная форма в правой части равенства -- 
определенная положительная форма, коэфициенты которой непрерывны 
и имеют непрерывные частные производные первого порядка. Некоторые 
из рассуждений этого параграфа не потребуют даже существования про- 

изводных. -. 
Наиболее простой путь исследования геометрических свойств этого 

пространства состоит в том, что его стараются отождествить в той мере, 
в какой это возможно, с евклидовым пространством. Первый шаг в этом 
направлении состоит во введении понятия евклидовой метрики, каса- 
тельной в некоторой точке к заданной римановёй метрике, или 
евклидова пространства, касательного в некоторой точке к задан- 
ному риманову пространству. 

Назовем евклидовой метрикой, касательной в точке А(иу,..., и") к за- 
данной метрике (1), метрику, определенную посредством евклидова линей- 

ного элемента 

av= SV y,duidw, (2) 
1, ] 

в котором независимыми переменными являются’ &1,..., и” и который 
удовлетворяет условию: при w'=u',, ¥,,=g,; Очевидно, существует бес- 
численное множество евклидовых метрик, касательных в данной точке: 
например, можно взять 1;,=(8;,)». С другой стороны, совокупность 
этих метрик не зависит от выбора координётной системы, аналитически 
определяющей риманово пространство, потому что при замене перемен- 
ных 1’ новыми переменными 9’ новые значения коэфициентов линейного 
элемента в точке А зависят только от их прежних значений в этой
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точке. Равенство \|,, =, в точке А сохраняется таким образом и в новых. 
переменных. 

Вместо того чтобы говорить, что мы определили в изучаемом много- 
образии новую метрику (евклидову), можно сказать, что мы отобразили 
риманово пространство на пространство Евклида, так что в силу этого 
отображения линейный, элемент евклидова пространства принял вид 423%. 
Это евклидово пространство назовем евклидовым пространетвом, каса- 
тельным в точке А к данному риманову пространству. Это просто 
удобный способ выражаться, удобный потому, что он создает нагляд- 
ность. Можно сказать, что существует бесконечное число евклидовых 
пространств, касательных в А, в том смысле, что линейный элемент 43° 
зависит от бесконечного числа произвольных элементов. Но так как мы 
в дальнейшем будем рассматривать только геометрические свойства, 
общие всем этим пространствам, то естественно будем говорить об одном 
евклидовом пространстве, касательном к риманову в точке А. 

80. Первым геометрическим понятием, связанным с касательным евкли- 
довым пространством, является понятие расстояния 46 или, что то же, 45 
от точки А до некоторой бесконечно близкой точки: впрочем, это 
как раз то понятие, которое лежит в основе определения риманова 
пространства. 

Угол между двумя направлениями 4 и 48, выходящими из А, в каса- 
тельном евклидовом пространстве дается формулой [м° 29, формула (5)|: 

У 14$? 

#.) 

V Sida Dike › 
#7 i, J 

  cos 9 = 

Поэтому в произвольном римановом пространстве можно определить 
косинус угла между двумя направлениями посредством формулы: 

У аи и 
tJ 

ИУ g,,du'dw > яд ви? 
— Гор 
by J 

  (3) COs © = 

При этом можно быть заранее уверенным, что выражение, стоя- 

щее в правой части равенства, не зависит от выбора координатной 
системы. 

Таким же образом можно определить угол между р-мерной и 4-мерной 

элементарными плочцадками; все теоремы элементарной геометрии, отно- 

сящиеся к углам, имеющим общую вершину, образованным кривыми, 

поверхностями и т. д., проходящими через эту вершину, — все эти 

теоремы сохраняют силу и в любом римановом пространстве. 

81. В точке А касательного евклидова пространства можно определить 

вектор, имеющий по отношению к естественной декартовой координатной 

системе, связанной с точкой А (и вполне определенной по величине 

и форме), контравариаитные компоненты Х* (или ковариантные Х`). Сле-
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довательно, и в каждой точке риманова пространства можно определить 
контравариантные и ковариантные векторы. Простой способ наглядно 
реализовать вектор состоит в том, чтобы представить себе подвижную 
точку и скорость этой точки; это и будет вектор, контравариантными ; 

du 
компонентами которого служат производные т Вектор этот имеет са- 

мостоятельное существование в касательном евклидовом пространстве, не 
зависящее от выбора координатной системы. 

Точно таким же образом в точке А риманова пространства можно 
определить бивекторы, поливекторы, системы поливекторов и вообще 
произвольные тензоры. 

Но понятие касательного евклидова пространства позволяет ввести 
в геометрию риманова пространства и такие объекты, которые связаны 
не только с точкой А, но и с целой кривой, поверхностью, объемом, 
содержащимися в римановом пространстве. 

Прежде всего, раз нам известно бесконечно малое расстояние между 
двумя точками, мы можем из него путем сложения (интегрирования) 
получить длину $ дуги любой кривой !): 

4 

$ = \ Vg ,duidw duid us; 
= 

„ 

отсюда сейчас же можно получить, как это и было сделано Риманом, 
понятие о прямой или геодезической как линии, дающей ехнетит рас- 

стояния между двумя точками. Пока мы только констатируем эту воз- 
можность; дальше мы к ней вернемся. 

Элементарный объем дается (если учесть выражение для элементар- 

ного объема касательного евклидова пространства) посредством формулы: 
& 

dt=Y gdu'du®...du"; (4) 

отсюда следует, что конечный объем нужно определить с помощью 
интеграла: 

( / gdu'du®...du". 

Таким же путем можно определить площадь некоторого участка по- 
верхности. В трехмерном пространстве элемент поверхности, проходящий 
через точку А, определяется бивектором, компоненты которого, если 
координаты точек поверхности выражены в функции двух параметров а 
и В, даются формулами: 

  

О (12, из) 
аи? 4и? = “D(a, 6) da d3 = ааа a3, 

37,1 — © (18, ut) _. 731 . due du! = D(a.) аа а8 = аа 4В, 

dutdut— PM”) gy 43 = а1 41 43; 
D(a, 8) | 

  

1) Мы неявно использовали уже это понятие, определив в 7055 расстояние [АВ] 
между двумя точками А и В риманова пространства.
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следовательно, мера элемента поверхности будет даваться выражением: 

  8; i та Иа? а». - аЧа + аа, „аа аВ. 

Для площади конечного участка поверхности мы сейчас же получаем 
интеграл: 

  

\ \ V aa, + a4a,, + aa,, da dB. 

82. Ecnut B pHMaHOBOM MpocTpaHcTBe дано поле векторов, то мы не 
знаем еще, как определить тензорную производную этого поля. Тем не 
менее нетрудно определить его ротацию с помощью пфаффова агрегата: 

Х, аи! + Ха? +... + Х, аи”, 

который в каждой точке касательного евклидова пространства имеет 
значение, не зависящее от выбора координатной системы. Билинейный 
ковариант этого агрегата 

OX; dX; 
> (= — 5} (ашдй — аи ви’) 
ей ди? ди 

* 

приводит нас сейчас же к тензору 
_ 9Х; Ox; 

5 out aud” 

который и является ротацией. 

Рассмотрение элементарного потока векторов (для исследования 
которого тоже достаточно ввести касательное евклидово пространство), 

Иг (Хили? -- Хздизаи - ХЗаий ди?) 

приводит с помощью формулы Остроградского к понятию дивергенции 
(n° 41): 

    

. 9(И=х!) d(V g X2) VEX] 
div x = ——— . 5 

у =| + ди2 + диз ( ) 

Точно так же, если дано скалярное поле У (и1,..., и"), то без труда 

можно определить оба диференциальных параметра Бельтрами (п? 42); 

,OVOV 
М ма 

(5) 

1 д — ди 
A. V=—— < —— Оу 7 

83. Несмотря на большое количество понятий обычной геометрии, 
которые мы смогли бы обобщить на случай произвольного риманова 
пространства, у нас отсутствует еще ряд весьма важных элементарных 
понятий, хотя бы, например, угла между двумя направлениями, исходя- 
щими из разных точек. Вообще говоря, любое понятие, которое связано,
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< ввздением в каждой точке некоторого скаляра, обобщается легко, то 
же самое можно сказать о понятии, которое вводит один или несколько 
векторов, но при условии, что все эти векторы имеют общее начало 
Дивергенния векторного поля, казалось бы, составляет исключение из 
этого правила, но это потому только, что мы смогли ее вывести из по- 
нятия элементарного потока векторов, который по существу вводит 
поле только в одной точке. В общем до сих пор риманово простран- 
ство являлось для нас собранием маленьких кусочков евклидова про- 
странства; оно было в известном смысле аморфно, потому что мы не 
умеем связать между собою эти огдельные кусочки, определить их взаим- 
ное расположение. К этому мы и подойдем сейчас, используя понятие 
соприкасающегося евклидова пространства. 

П. Соприкасающееся евклидово пространство 

84. Евклидова метрика, соприкасающаяся в точке А(и?) с данной 
метрикой, определяется посредством линейного элемента 

! 

do? =: > ¥,@4'dud, 
$) 

коэфициенты которого и их частные производные первого порядка 
имеют в А такие же численные значения, как и соответствующие вели- 
чины данного линейного элемента 45”. 

Если существуют соприкасающиеся евклидовы метрики, то совокуп- 
ность этих метрик не зависит от выбора координатной системы, потому 
что при заданном преобразовании координат новые численные значения 
коэфициентов 2;, и их частных производных первого порядка ваолне 
определяются с помощью числовых значений тех же величин в старой 
системе координат. 

Вместо того чтобы говорить о соприкасающейся евклидовой метрике, 
можно говорить о соприкасающемся евклидовом пространстве. 

Первое, что нам нужно сделать, это — доказать существование сопри- 
касающегося евклидова пространства в данной точке А риманова про- 

странства. Если такое пространство существует, то коэфициенты Г ня no- 
средством которых естественная декартова система, связанная с Точкой 
{и -- 4и’), локализуется относительно такой же системы в точке цл, 
даются формулами, установленными нами во Ц главе (пб 33). Итак, нам 
достаточно показать, что в евклидовом пространстве всегда можно найти 
координаты (1^), такие, что в точке.О этого пространства коэфициенты г’, j 

k “ 
и Г.» примут наперед заданные числовые значения (величины вии “et 

определяют Г и наоборот). Формулы евклидовой геометрии: 

ам = У аше,, 
k 

de, = У Г;„ дите, 
kyr
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дают. 

om eM k 
—=е. —-——=— re . 
ди дд > 7% 

Установив это, возьмем в точке О евклидова пространства локальный 
п-эдр (е,, ..., е,), определенный числовыми значениями коэфициентов 2, ; 
в точке А, и рассмотрим координаты подвижной точки М этого про- 
странства (подвижной по отнощению к нашему реперу), потребовав, 

чтобы при и’ = имело место: 

OM RM k 
ди = г было — a Tie 

Это можно сделать бесконечным числом способов; достаточно, напри- 
мер, положить 

: z 1 i r 3 : 
жи — ш-- > Dd Trade (и — uo) (u — #0) ((=1, 2,-..-, П). 

Линейный элемент евклидова пространства, отнесенный к этой системе 

координат, будет, очевидно, обладать тем свойством, что при и’ = шо, его 
коэфициенты и их частные производные первого порядка будут иметь 
те же числовые значения, что и соответствующие величины линейного 
элемента заданного риманова пространства. Это— то, что нам и нужно 
было доказать. 

85. Все геометрические свойства, общие различным евклидовым про- 
странствам, соприкасающимся в некоторой точке с данным римановым 
пространством, будут, очевидно, внутренними геометрическими свойствами 
самого этого риманова пространства. Так будет обстоять со всеми свой- 
ствами, которые выражаются только с помощью числовых значений коэфи- 

k 
циентов &;, и Гу в точке A. 

Представим себе, что в евклидовом пространстве фиксирована точка А 
и естественный репер (Ю.,), связанный с этой точкой. Каждая точка М 

риманова пространства отобразится в некоторую точку М, координаты 
которой определяются с точностью до бесконечно малых, порядка выше, 

чен второго. Естественный локальный п-эдр, связанный с точкой М 
евклидова пространства, определен с точностью до бесконечно малых 
порядка выше, чем первого; более того, с этою степенью точности ‘он 
совпадает с естественным локальным п-эдром в точке М риманова прост- 
ранства. Любой вектор риманова пространства, имеющий начало в точке ЛМ, 
отобразится с тою же степенью точности равным ему вектором евкли- 
дова пространства. Вообще если М и М№М— две любые точки риманова 

пространства (близкие к А) и если соответствующие им в соприкасаю- 

щемся евклидовом пространстве точки М и М лежат внутри сферы радиуса г 
с центром в А, то скалярное произведение двух векторов, являющихся 
отображением двух векторов, имеющих начало соответственно в Ми М, бу- 
дет определено с точностью до взличины, бесконечно малой относительно г.
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Вектору х, имеющему начало в точке А, и вектору Хх’, имеющему 
начало в точке А’, бесконечно близкой к А в римановом пространстве, 
соответствуют в евклидовом пространстве лва вектора, геометрическая 
разновть которых на основании того, что сказано выше, может быть 
определена с точностью до бесконечно малых порядка выше^чем пер- 
вого. Это приводит нас к распространению понятия абсолютного дифе- 
ренциала вектора, или, общее, тензора на любое риманово простра::- 
ство мы будем попрежнему обозначать этот диференциал символом /). 

Итак, имеем по определению: 

DX‘ = dx' + У хо (8) 
k 

DX,=dX,— ¥ Xp'. (9) 

Здесь важно заметить, что в евклидовой геометрии абсолютный ди- 
ференциал являлся настоящим (полным) диференциалом, тогда как 
в римановой геометрии этого может и не быть. 

В частности, обозначая через е; координатные векторы, получим: 

k 

Два вектора, приложенные в бесконечно близких точках Аи А', мы 
будем называть равными, если они равны в соприкасающемся евклидо- 
вом пространстве или, что то же, если абсолютный диференциал первого 
вектора (когда мы переходим от него ко второму) равен нулю. Условия 

`равенства двух бесконечно близких векторов запишутся, следовательно, так: 

\ 

aXt + У Хоу — 0, (10) 
k 

k dX,— ¥ X07 =0. (11) 
k 

Параллельным переносом вектора Х с началом в А в бесконечно 
близкую точку А’ будем называть построение вектора Х’ с началом 
в А’, равного (в установленном только что смысле) вектору х. Ясно, 
что этот вектор определен только с точностью до бесконечно малых 
порядка выше, чем первого. В соприкасающемся евклидовом про- 
странстве эта операция сводится к обычному параллельному переносу 
(в элементарном смысле) вектора из А и А". 

Параллельный перенос обладает важным свойством, впрочем, очевид- 
ным: если из точки А параллельно переносятся два вектора с общим 
началом в А, то их скалярное произведение не меняется. 

Для того чтобы проверить справедливость этой теоремы аналитически, 
достаточно заметить, что при вычислении диференциала скалярного произ- 
ведения приходится иметь дело только с числовыми значениями коэфи-
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циентов &;, и их частных производных первого порядка в точке 4; вы- 
кладки ничем при этом не отличаются от тех, которые пришлось бы про- 
делать в евклидовом пространстве; а для последнего эта теорема очевидна. 

Абсолютное диференцирование можно прилагать к полю любого тензора. 
В частности, абсолютный дифференциал фундаментального метрического 
тензора тождественно равен нулю. 

86. Определение ускорения подвижной точки в римановом простран- 
стве не вызывает теперь никаких затруднений; если через У обозначить 

вектор скорости, то вектор ускорения будет . Таким же образом 
at 

можно определить ускорения различных порядков. Как и в евклидовой 

геометрии, контравариантные компоненты ускорения даются здесь вы- 

ражением: 

x du*® du? 

v= = «+ У Гы at at? 
КД 

а ковгриантные вычисляются с помощью алгоритма Лагранжа 1. 

Если ускорение движущейся точки тождественно равно нулю, то ее 

вектор скорости все время равен самому себе. Вообще прямою рима- 

нова пространства будет такая линия, касательная к которой все время 

остается параллельной сама себе. Если по такой линии движется точка 

со скоростью, равной единице, то ускорение этой точки будет равно 

нулю. Следовательно, уравнения 

kh 

определяют в римановом пространстве прямые. 

Мы увидим в дальнейшем, что прямые линии риманова пространства 
являются одновременно и линиями кратчайшего расстояния; они тожде- 

ственны с геодезическими линиями Римана. 

Уравнения динамики точки в евклидовом пространстве сейчас же обоб- 

щаются и на произвольное риманово пространство; их можно записать 

либо так: 
* у! — PF 

8 

либо так: 

У: — Го 

смотря по тому, какими компонентами силы мы пользуемся: контрава- 

риантными или ковариантными. 

Примечательно то, что общие уравнения динамики системы (голоном- 

ной и с идеальными связями) сводятся к уравнениям динамики точки, 

если множество всех состояний системы рассматривать как многообразие, 

элементами (или точками) которого служат состояния системы. Считая 

линейным элементом этого пространства произведение живой силы си- 

1) См. п° 37 и 38. Прим. ред.
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стемы на квадрат 4 мы получим в качестве ковариантных компонент 
ускорения точки многообразия (n° 37): 

а oT oT 
ми ог (13) 

Вследствие уравнений Лагранжа наиболее общие движения системы будут 

описываться уравнениями: 

Y=, 

где > Q,6u* o6o3HayaeT CYMMY 91eMeHTaPHEIX PaOOT заданных сил. Таким 

i 

образом имеется полное соответствие между движениями данной си- 
стемы, имеющей п степеней свободы, и движениями точки в рима- 
новом пространстве п измерений; соответствие сохраняет живую силу 
и сумму элементарных работ сил). 

87. Теория кривизны кривых переносится без изменения на любое 
риманово пространство *). Пусть, в самом деле, М — точка кривой, {—еди- 
ничный касательный вектор к кривой в точке М, 45 — элемент дуги 

. Dt 
кривой. Вектор js Перпендикулярен к + (этот результат получается не- 

медленно, если перейти к евклидову пространству, соприкасающемуся 
с нашим римановым в точке М); пусть 

Dt == 

“
 

| 
~
 

n, 

где M—enunvunwt вектор (главная нормаль). Пусть Б обозначает еди- 
ничный вектор. перпендикулярный к ф и П и образующий с ними 
положительно ориентированный триэдр, и пусть 

Dn 
Gs att bn + yb, 

= =a't+ Рау’. * 

Соотношения: 

tn=0, th=0, nb=0, п?=1, 6=1 

лают, при абсолютном диференцировании следующее: 

x +a=0, a'=0, ¥+$'=0, В=0, y'=0, 

1) См. стр. 130—131 упомянутой в примечании к $ 37 книги Вебстера. Прим. ред. 
2) Относительно свойств кривых и поверхностей в обыкновенном пространстве, 

см. В. Бляшке, Диференциальная геометрия, ч. [, ГТТИ, 1935 г. Прим. ред.
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Полагая 
1 

7 == В’ = < 9 j 

мы получим обобщенные формулы Серре-Френе: / 

ЗА 
ds 9” | 

| Dn 1 1 

2 _ _1 
ds” ot 

Величины си 1 и будут кривизной и кручением кривой. 

Прямые риманова пространства являются линиями нулевой кривизны. 
Что касается линий нулевого кручения, то их можно характеризовать. 
тем свойством, что элементарная соприкасающаяся площадка в точке М 
кривой параллельна элементарной соприкасающейся площадке в беско- 
нечно близкой точке М’; вектор &-- О является единичным вектором; 
касательной, а вектор п-- Оп — единичным вектором главной нормали 
в точке. М; если их параллельно перенести из М’ в В, то они станут 

п, п -Ъ: 

они попадут в элементарную площадку, соприкасающуюся в М с нашей: 
кривой, в том и только в том случае, если кручение постоянно. 

Если риманово пространство отобразить на евклидово пространство, 
соприкасающееся с ним в точке М, то данная кривая (С) отобразится на не- 
которую кривую (Г), имеющую ту же кривизну в М, что и (С). Более 
того, векторы &, п, 6, кривой (Г) будут образами соответствующих век- 
торов кривой (С). 

Все это станет еще более ясным, если изложить это следующим 
образом: независимо от того, принять ли в римановом про- 
странстве некоторую данную метрику или же соприкасающуюся с ней 
в точке М евклидову метрику, кривая (С) будет иметь в М ту же 
касательную, что и прежде, ту же главную нормаль, ту же бинор- 
маль и ту же кривизну; но кручение при этом может получиться иное. 

В частности, с точки зрения соприкасающейся евклидовой метрики, 
всякая прямая линия риманова пространства будет кривой, имеющей 
в точке соприкосновения точку перегиба. 

88. Классическая теория кривизны поверхностей тоже без всякого 
труда распространяется на римановы пространства. Различные кривые, 

проведенные на поверхности (5) и проходящие через точку М этой по- 
верхности, имеют на основании вышесказанного ту же главную нормаль 
и ту же кривизну, незавибимо от того, принять ли метрику риманова 
или же соприкасающегося с ним в М евклидова пространства. Отсюда 
следует, что законы, управляющие изменением кривизны этих кривых, 
когда их касательная поворачивается вокруг М, остаются теми же, что 
и в евклидовом пространстве. Все касательные между собою кривые 
имеют одну и ту же нормальную кривизну; эта нормальная кривизна



eo 
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cos V 
равна ——- ‚ где У обозначает угол между главной нормалью к кривой 

и нормалью к новерхности, а р— радиус кривизны кривой: это — meo- 

рема Менье. 
Существуют два взаимно перпендикулярных касательных к поверхности 

направления, которые соответствуют максимуму и минимуму нормальной 

кривизны: это —главные направления, а соответствующие кривизны — 

Главные кривизны. Линиями кривизны будут те линии, которые в каждой 

точке касаются главного направления в этой точке. Если через  обо- 

значить угол, который образует данная кривая с линией кривизны первого 

    

семейства, то мы получим для этой кривой, обозначая через р. И т 
1 2 

главные кривизны, следующую формулу: 

cos V cos? fj sin? = . (15) 
В Ry К 

j 

Асимптотическими линиями будут кривые, нормальная кривизна KO- 
торых равна нулю; они характеризуются тем свойством, что соприкасаю- 
щаяся плоскость их является касательной плоскостью к поверхности. 
Их можно также характеризовать следующим свойством: прямая риманова 
пространства, касательная к асимптотической линии в точке М. имеет 
в этой Точке касание второго порядка с поверхностью; действительно, 
это сводится к тому, что в евклидовом пространстве кривая, касающаяся 
поверхности в точке М и имеющая в М точку перегиба, имеет по от- 
ношению к поверхности соприкосновение второго порядка в том случае, 
когда она касается в точке М с одним из асимптотических направлений. 

Линии кривизны можно характеризовать еще и так: если М — точка 
кривой, то вектор нормали к поверхности в точке М’, лежащей на кри- 
вои и, бесконечно близкой к М, будучи параллельно перенесен в М, 
попадает в элементарную площадку, определенную нормалью к поверх- 
ности и касательной к кривой в точке М. 

Если через у- обозначим единичный вектор нормали к поверхности, 
‘через & и & — единичные векторы — касательные к линиям кривизны, то, 
перемещаясь в направлении вектора на расстояние 4$,, получим: 

— — 451 Ру = R, t,, 

‚а перемещаясь на расстояние (5. в направлении вектора %: 

ds: 
—— t,. Dy = В, в 

Это — классические формулы Олинда Родрига. Если переместиться 
на расстояние 45 в направлении, образующем угол @ с Ц, то мы полу- 
чим общую формулу: 

9 № Е № * O°)
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Наконец, полная кривизна поверхности в точке М может быть 
1 

КЕ: 
определена с помощью процесса, использованного Гауссом в евклидовом 
пространстве. Рассмотрим элемент поверхности 44, окружающей точку М, 
и в касательном в М евклидовом пространстве — сферу с центром в М 
радиуса 1. Перенесем параллельно в точку М нормали к поверхности 
из всех точек элемента 4: и рассмотрим небольшой участок сферы, 
определенный следами ’перенесенных таким образом нормалей; отноше- 

ние площади этого участка сферы к площади элемента поверхности ao 
ds 

равно в пределе полной кривизне Величину 4 можно рассмат- 
1 

КЮ ' 
ривать так же, как телесный угол конуса с вершиною в М, который по- 
лучится, если параллельно перенести в М все нормали из различных 
точек элемента 45. 

89. Можно распространить на самые общие римановы пространства 
понятие геодезического кручения кривой, лежащей на данной поверх- 

ности. Действительно, обозначим через $, п, Б единичные векторы ка- 
сательной, главной нормали и бинормали к кривой, а через t, t,, 

попрежнему будем обозначать единичные векторы главных направлений 
и нормали к поверхности. Пусть, наконец, через @ будет обозначен 
угол между касательной к кривой и первым главным направлением, а 
через У— угол между главной нормалью к кривой и нормалью к по- 

верхности. Направляющие косинусы векторов ft, п, 6 по отношению 
к векторам &, &, у даются следующей таблицей: 

  

  
  

      

    

t, t, у 

тв | cos sin 8 0 

п || —sinOsinV cos 4 sin у cosV 

b sinfcosV | —cos§cosV | sinV             
В качестве отправного пункта возьмем обобщенные формулы Серре- 

Френе: 
Dt 1 

4 — $ 
Dn 1 1 
д = рН В, (14) 

Db 1 
тп J 

а также формулу: 
Ру cos 6 sin 9 / 

а = В, Ч, 4, (16) 
7 Картан



98 ГЛАВА № 

Если мы продиференцируем соотношения: 

tv=0, ny=cosV, by=sin V, - 

то получим два существенно различных уравнения, а именно: 

  

cos V cos? 0 sin2 6 
р — R, + R, ’ (15) 

ау 1 | | . 
| += RR) sin § cos 6. (17) 

Левая часть второго Уравнения и представляет собою то, что назы- 
ваюг 22одезическим кручением кривой; из правой части уравнения 
видно, что оно одинаково у всех кривых, имеющих общую касательную. 

Для линий кривизны оно равно нулю. 
~ ' Tt " 

Если формулу (17) приложить к асимптотической линии (У==) (если 

она не является прямою), то получим: 

(1 1. 
|= RR sin 9 cos 4; 

кроме того, для асимптотической линии имеем: - 

  cos?§ sin? 0 —0: 

К! Ю 
> 

  

отсюда выводим. 

1 /—1, | 
= = el В.В, 5 (18) 

это — теорема Бельтрами-Энчепера, обобщенная на случай произволь- 
ного риманова пространства. 

Асимптотические линии, проходящие через точку М поверхности, 
имеют в этой точке равные по абсолютной величине, но противо- 
положные по знаку кручения; абсолютная величина их равна корню 
квадратному из полной кривизны поверхности, взятой с обратным 
знаком. 

В частности, кручение двойной асимптотической линии тождественно 
равно нулю. 

Известно, что если в евклидовом пространстве оба семейства асимпто- 
тических некоторой поверхности совпадают, то эти асимптотические 
являются прямыми линиями. Эта теорема не имеет места в произволь- 
ном римановом пространстве !); тем не менее на основании теоремы Эннепера 
можно утверждать, что это — кривые с нулевым кручением. 

90. Теория сопряженных направлений тоже обобщается на случай 
произвольного риманова пространства. Если Ми М’ — две бесконечно 
близкие точки кривой (С), лежащей на поверхности (5), то элементар- 
ная площадка, касагельная к поверхности в точке М’, будучи перенесена 
параллельно в точку М, пересекается с элементарной площадкой, каса- 
тельной к поверхности в М, по некоторой прямой, которая и определяет 

1) E. Cartan, Sur les courbes de torsion nulle et les surfaces développables dans 
les e-paces de Riemann. (Comptes rendus, T. 184, 1927, crp. 138—141.)
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направление, сопряженное с направлением кривой (С) в точке М. Два 
взаимно сопряженных направления являются гармоническими сопряжен- 
ными по отношению к асимптотическим направлениям. Наконец, абсо- 
лютный диференциал единичного вектора, нормального к поверхности при 
переходе от М к М’, перпендикулярен к направлению, сопряженному 
с направлением кривой. Все эти свойства станзвятся очевидными, если 
сделать отображение на евклидово пространство, соприкасающееся с дан- 
ным римановым в точке М. 

91. Закончим этот параграф обобщением знаменитой теоремы Дюпена. 
Известно, что трижды ортогональной системой называется система, обра- 

зованная тремя олнопараметрическими семействами кривых, пересекаю- 
щимися под прямым углом. Теорема Дюпена утверждает, что кривая, 
по которой пересекаются две поверхности, принадлежащие к двум раз- 
личным семэйствам поверхностей трижды ортогональной системы, является 
линией кривизны для каждой из этих поверхностей. 

Аналитическое доказательство, которое мы сейчас дадим, приложимо 
с одинаковым успехом как к римановым, так и к евклидову пространству. 
Возьмем в качестве координат параметры и1, и*, и3 трех семейств поверх- 
ностей. Линейный элемент пространства будет тогда иметь ьид: 

ds* = g,, (du")* + go, (du*)* + B53 (du")’, 

потому что косинусы углов, под которыми встречаются различные коор- 
динатные кривые, равны нулю. Условие, которое выражает, что, напри- 
мер, координатная кривая (С,) (и! переменно) является линией кривизкы 
для поверхности $. (#* постоянно), состоит в том, что вектор е, {+ 2. е.4и', 
нормальный к этой поверхности в точке М’, бесконечно близкой к точке М 
и лежащей на кривой (С), должен лежать в плоскости векторов е, ие.. 
Иначе говоря, коэфициент при е, в выражении диференциала /),е, должен 
быть нулем. Имеем: 

— gl 3 

Щл о `3 
De, — Pye, + Ге. +1 31©&3- 

Нужно, следова:ельно, доказать, что Г*, =0, или, поскольку 

_ 9 
Psa = в Гал, 

- 

31 
нужно доказать, что символ Христоффеля (‘| равен нулю. Но это оче- 

видно, потому что £yg= £3, — Lie = 0. 

Ш. Евклидово пространство, соприкасающееся с римановым 
вдоль кривой линии 

92. Мы получим новые геометрические свойства и новые теоремы, если 
будем развертывать кривую риманова пространстта на пространство 
Евклида. 

Начнем с точки А, кривой; мы предположим, что коордипаты точек 
этой кривой выражены в функции параметра г, который равен нулю 

в точке А,. Возьмем в евклидовом пространстве начало О, с которым 

7
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свяжем местную декартову систему координат (репер) (Ю,), определяю- 
щийся по форме и величине числовыми значениями коэфициентов 2; 
в точке А,. Поставим в соответствие каждой точке М кривой точку М' 
евклидова пространства и локальный п-эдр (е., ..., @»), связанный с этой 
Точкой. 

Как мы это уже делали раньше (п° 46), мы будем исходить из дифе- 

ренциальных уравнений: 

ам' = У аше;, | 
$ 

dei = У ое, | 
k 

куда в качестве независимой переменной входит параметр #. Неизвестные 
функции М’ ие, определяются с помощью начальных условий: при #=0, 
М' совпадает с О, а вектор е; —с вектором (е;); п-эдра (Ю.). Можно 
показать, как это было сделано и раныие (п? 47), что п-эдр (Ю), свя- 
занный с переменной точкой #, при попарном скалярном перемножении 
составляющих его векторов дает как раз соответствующие коэфициенты &',,. 
Более того, если М и М, — две бесконечно близкие точки, лежащие на 
заданной кривой, М’и М, — соответствующие точки евклидова простран- 
ства, то два равные вектора, приложенные в точках М и М, имеют 
в качеств» образов два равных (в обычном смысле слова) вектора, при- 
ложенных в точках М’ и М.. 

Благодаря тому, что в каждой точке М' определена местная декартова 
система координат (^Ю), мы можем фактически развернуть на евклидово 
пространство не только самое данную кривую, но и бесконечно малую 
область риманова пространства, окружающую эту кривую. Чтобы полу- 
чить абсолютное геометрическое изменение вектора, начало которого опи- 
сывает в римановом пространстве дугу данной кривой, достаточно по- 
строить обычную геометрическую разность двух векторов, полученных 
в результате только что разобранного развертывания. Мы имеем таким 
образом точное и строгое определение этого абсолютного геометриче- 
ского изменения. Точно так же мы получаем точное и строгое опреде- 
ление параллельного переноса вектора вдоль заданного пути. 

93. Можно еще более уточнить разобранную только что операцию, 
показав, что существует евклидова метрика, соприкасающаяся с данной 
метрикой, вполь всей данной кривой, или, говоря иначе, что существует. 

евклидово пространство, соприкасающееся с данным вдоль данной кри- 
вой. Это значит, что можно определить евклидов линейный элемент 

с независимыми переменными %, такой, что вдоль данной кривой и сами 

коэфициенты &,;, и их частные производные первого порядка будут иметь 
такие же значения, как и соответствующие коэфициенты данного линей- 
ного элемента !). 

Чтобы доказать это предложение, рассмотрим только что реализован- 
ное нами развертывание данной кривой на евклидово пространство. Мы 

(19) 

1) Эта теорема была высказана впервые Ферми. См. Кепа. Асс. лисе, 1. 312, 
1922, стр. 21—23, 51—52.
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предположим для простоты, что п=3. Не уменьшая общности, можно 
дале> предположить, что кривая определена уравнениями и! = 0, и = 0. 

Развертывание дало нам точку М’ и векторы е', е», е; в функциях и; 
из уравнений (19) мы получаем: 

ам’ ] 
‘dus =е,, | 

ае; Е, 

‘аш = DT. 
k 

После этого определим точку Р евклидова пространства как функ- 
цию ц!, и*, и? с помощью следующих начальных условий: 

При = w= 0 должно быть: 

(20) 

Р =М,, 

дР _ ‚ ЭР _ 
out диз = ®»› (21) 

Заз = = г! 12+, aurea DF eh ая =: ‚2$,   
где Гу должны быть заменены числовыми значениями, которые они при- 
нимают при 41 = и —= 0. 

Эти условия, очевидно, совместны; достаточно, например, положить: 

P= M' + ule! + wes + 5» У Грефа У Ге: +3 wy М Ге! 

Эта формула относит евклидово пространство к криволинейной 
системе координат и\, и, из. При и1 = и* =0 естественный репер, свя- 
занный с точкой Р (которая сводится здесь к №’), определяется векто- 

дР 
рами эр которые здесь сводятся соответственно к е,, е,, е;; коэфи- 

Uy 
циенты линейного элемента (45% евклидова пространства будут совпадать 
при этом с коэфициентами &#,, данного риманова пространства. Что ка- 

сается Г евклидова пространства, то мы получим их, взяв коэфициенты 

  д2Р 
при е, -в выражении второй производной ju ‚ Если ни один из индек- 

* ous 
сов { или / не равен 3, то мы получим при этом вследствие (21) одно- 

k ; 
временно и коэфициенты [;; риманова пространства; если индекс { отли- 
чен от 3, а индекс / равен 3, то при и1 =и* =0 мы получим вслед- 
ствие (20): р я р , 

ыы fl de; — k , 

(53 ous ав =), = ~~ dus as Ck, 

ots ane 

и заключение остается прежним. Если, наконец, i=/=3, TO 

[a _—Чез _ < “het; 
.0 (из)? dud м 

К
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наше заключение остается справедливым. Теорема, таким образом, 
доказана. 

Мы видим, что построение евклидова пространства соприкасающегося с 
римановым вдоль данной кривой, выполняется без интегрирования, если 
только осуществлено отображение (развертывание) этой кривой на 
евклидово пространство. 

94. Следствия доказанной только что теоремы исключительно много- 
численны и важны. Прежде всего мы видим, что наблюдатель, который 
перемещается вдоль данной кривой и ограничивается производством 
измерений только в непосредственной близости от этой кривой, ни- 
когда не сможет установить, находится ли он в евклидовом про- 
странстве или же в общем римановом, если только он будет прене- 
брегать бесконечно малыми выше, чем первого порядка. 

Другое важное следствиз заключается в следующем. Если в римано- 
вом пространстве рассмотреть дугу кривой, бэсконечно близкой к данной 
кривой (С), то длина этой дуги будет, с точностью Oo бесконечно 
малых второго порядка, одна и та же, независимо от того, поль- 
зуемся ли мы при ее вычислении римановой метрикой, или же евхли- 
довой, соприкасающейся с римановой вдоль (С). 

Действительно, в бесконечной близости к кривой (С) коэфициенты 
данного линейного элемента равны, с точностью до бесконечно малых 
второго порядка, коэфициентам соприкасающейся евклидовой метрики. 
Следовательно, отображение риманова пространства на соприкасаю- 
щееся евклидово сохраняет, с точностью до бесконечно малых второго 
порядка, все расстояния, измеренные в соседстве с заданной кривой. 

95. Когда некоторая кривая развертывается на евклидово простран- 
ство, То отображенная кривая имеет, очевидно, во всех своих точках 
ту же кривизну и то же кручение, что и данная кривая, потому что при 
развертывании абсолютному диференциалу вектора, начало которого опи- 
сывает данную кривую, соответствует обычное геометрическое приращение 
этого вектора. Таким образом, обобщенные формулы Серре-Френе ста- 
новятся в соприкасающемся евклидовом пространстве обыкновенными 
формулами Серре-Френе: 

a_i, aq 
ds р’ ds 

=-1ty1,, 1, 
В т 4$ < 

Кривая нулевого кручения развернется при этом на плоскую кривую, 
кривая нулевой кривизны — на прямую. /Грямые риманова простран- 
ства, это, следовательно, — такие кривые, которые развертываются 
на обычные прямые. Отсюда немедленно вытекает эквивалентность опре- 
деления прямых, данного в п? 75 (принятого нами в предыдущем), и рима- 
нова определения геодезических. В самом деле, если кривая (С) развер- 
тывается на прямую и если провести в римановом пространстве беско- 
нечно близкую к ней кривую (С”’”), начинающуюся в заданной точке Д 
кривой (С) и кончающуюся в заданной точке В этой же кривой, то ото- 
бражение кривой (С’) в соприкасающемся евклидовом пространстве будет 

иметь, с точностью до бесконечно малых второго порядка, ту же длину, 
что и сама (С’). Нов евклидовом пространстве отображение кривой (С) 
является результатом варьирования прямолинейного отрезка; следовательно,
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ее длина равняется, с точностью до бесконечно малых второго порялка, 
длине прямолинейного отрезка. Следовательно, и в пространстве Римана 
первая вариация длины прямолинейного отрезка тождественно равняется 
нулю, и «прямая» реализует экстремум расстояния, в полном соответствии 
с классическим опрелелением Римана. 

Отсюда можно получить иное следствие; если рассмотрим дугу АВ 
геодезической и дугу А’'В’ кривой, бесконечно к ней близкой; то, как 
и в евклидово и пространстве, получим: 

дуга А’В’— дуга АВ= — АА'соз$ (АВ, АА’) — ВВ'соз(ВА, ВВ). 

В частности, на всех геодезических, проходящих через точку А, отметим 
точки, отстояцие от А на расстояние АЮ; геометрическим местом этих 
точек будет некоторая поверхность, аналогичная сфере: касательная 
плоскость к этой поверхности в точке М нормальна геодезической 
линии АМ. То же самое мы получим, если из А проведем геодезические, 
образующие некоторую поверхность: отложив на всех них одну и ту же 
длину, мы получим геометрическое место, касательная которому в любой 
точке М нормальна геодезической АМ. 

Дальнейшим следствием будет обобщение свойств параллельных по- 
верхностей. Если через все точки некоторой поверхности провести нор- 
мальные геодезические и отложить нг этих геодезических постоянную 
длину, то геометрическое место всех полученных таким образом точек 
образует поверхность, которая в каждой из своих точек нормальна соот- 
ветствующей геодезической. Отсюда следует, что если семейство геоде- 
зических, зависящее от двух параметров, нормально к некоторой поверх- 
ности, то оно будет нормально и к бесконечному множеству поверхностей. 

96. Рассмотрение соприкасающегося евклидова пространства позволяет 
без труда обобщить ряд классических теорем, например теорему Иоахим- 
сталя. Рассмотрим кривую (С) и две поверхности (5,) и ($,), пересе- 
кающиеся вдоль (С); если кривая (С) служит линией кривизны для каж- 
дой из этих поверхностей, то это свойство сохраняется при развертывании 

на соприкасающееся евклидово пространство. Следовательно, в этом со- 
Прикасающемся пространстве обе поверхности будут пересекаться под 
постоянным углом: следовательно, то же будет и в пространстве 
Римана. Обратное предложение столь же очевидно. 

97. То, что мы сейчас сделали для кривой, нельзя, вообще говоря, 
проделать в случае поверхности: в общем случае не существует евкли- 
дова пространства, соприкасающегося с данным вдоль целой поверх- 
ности. Основанием этому служит тот факт, что самое поверхность нельзя, 
вообще говоря, развернуть на евклидово пространство. Предположим для 
простоты, —и это не уменьшает общности, — что поверхность определена 
с помощью уравнения 1—0. Развертывание потребовало бы интегриро- 
вания уравнений в полных диференциалах с двумя независимыми пере- 
менными ии wu: 

dM =du'e; + du’e,, 

de; = J Padu! + Tadu’) et; (22) 
k 

условия интегрируемости здесь, вообще говоря, не выполняются.
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Важно, однако, заметить следующее. Ёсли некоторая поверхность 
риманова пространства развертывается на евклидово пространство, 
то существует евклидово пространство, соприкасающееся с римановым 
по всей этой поверхности. Действительно, сказать, что развертывание 
возможно, это значит утверждать, что в евклидовом пространстве суще- 
ствуют точка М’ и векторы е’, е;, е; — функции от и! и и, удовле- 
творяющие уравнениям (22) и соотношениям: 

рр 9 
eC; eC; = 8, (4', и, 0). 

Установив это, определим в евклидовом пространстве точку Р как 
функцию от 11, и%, из с помощью условия, состоящего в том, что 
при и =0 должны выполняться следующие соотношения: 

Р=М,, | 
дР , 
диз ~ © 

o2P 2°) 9" = > Гл е». | 
: ) 

Этим условиям можно удовлетворить бесконечным числом способов; 
можно взять, например, 

Р=М' + изе, т (из) > Pye. 
к 

Евклидово пространство отнесено, таким образом, к криволинейным 
координатам и!, из, из. При и'==0 естественный локальный л-эдр, опре- 
деленный этими криволинейными координатами, будет: 

дР _9М' oP _ OM _ , дР __ ‚. 

дит — ды — 1? д = ‘диз ® Gy Es 

коэфициенты линейного элемента этого пространства будут, следова- 
тельно, при и =0, те же, что и соответствующие коэфициенты рима- 

k нова пространства. Что касается коэфициентов Г,„, то при #3 =0 они 
2 

определяются посредством векторов neat Итак, мы имеем: 
u Ou 

при i, j + 3: 
д2Р 02M! k 
——— = —— = dre; 
ди ди] au! dud 2 wen 

при Е = 3, /-=3: 
дР 0 /aP\ _ de’ rhe! 

———— i = — Ok 

du‘ dus ди! (55) ди 2 ak 

наконец, при #= / = 3: 
g2P Wal: , 

(див — СГ 64 
k
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Это показывает, что при и =0 частные производные от коэфициен- 
тов линейного элемента риманова пространства равны соответствующим 
частным производным от коэфициентов линейного элемента пространства 
евклидова. 

Заметим, что некоторая поверхность наверное может быть развернута 
на евклидово пространство, если парзллельное перенесение любого вектора 
вдоль этой поверхности является голономныи, т. е. дает результат, не 
зависящий от пути, который ведет на поверхности от начала исходного 

вектора к началу конечного. 
98. Отметим еще одно, последнее, приложение соприкасающегося вдоль 

кривой евклидова пространства. Рассмотрим в трехмерном римановом 
пространстве поверхность (5) и геодезическую (С) этой поверхности, 
т. е. кривую, которая осуществляет кратчайшее расстояние на этой 
поверхности. В евклидовом пространстве, соприкасающемся с римановым 
вдоль кривой (С), кривая (С) попрежнему обладаег стационарной длиной 
по отношению ко всем кривым, лежащим на поверхности и имеющим 
в качестве концов две данные точки на кривой (С); следовательно, 
в силу классического свойства геодезических на поверхности евклидова 
пространства, соприкасающаяся плоскость кривой (С) будет нормальна 
к поверхности. Это свойство, имеющее место в соприкасающемся вдоль 
кривой евклидовом пространстве, будет иметь место и в пространстве 
Римана. 

[У. Приложение к теории поверхностей обычного 
пространства 

99. Поверхность, находящуюся в обычном пространстве, можно рас- 
сматривать как двумерное риманово пространство, линейным элементом 
которого служит обычный (гауссов) линейный элемент поверхности. Здесь 
мы имеем конкретную интерпретацию евклидова пространства (в на- 
шем случае, плоскости), соприкасающегося с римановым в точке М. 
Действительно, спроектируем ортогонально точки Поверхности на каса- 
тельную плоскость в Точке М; мы получим, таким образом, некоторое 
отображение поверхности на евклидову плоскость, и метрика плоскости 
будет соприкасающейся по отношению к метрике поверхности. Это 
становится очевидным, если в качестве начала координат взять точку М, 
а в качестве плоскости ху — касательную плоскость. Используя класси- 
ческие обозначения Монжа, получим для линейного элемента поверхности 
следующее выражение: 

45% — 4х - dy*+(pdx+q dy)’, 

а для линейного элемента плоскости — следующее. 

d3*= dx* + dy* 

мы ВИДИМ, ЧТО В начале координат совпадают как сами коэфициенты 

обеих квадратичных форм, тчк и их частные производные первого 
порядка. "
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Можно было бы установить более общее соответствие, именно: 
точке М'’(х, у,2) поверхности сопоставить точку (х,, у,) касательной 
плоскости, полученную в результате пересечения последней с произволь- 
ной прямой, проходящей через М’ и удовлетвоояющей единственному 
условию: именно, угол межлу этой прямой и нормалью в М к поверх- 

ности должен стремиться к нулю, когда М’ стремится к M. Говоря 
более точно, можно взять прямую 

e Xx — X41 __ М — | 
= =2Z, 

l m 
  

где [и т — непрерывные функции, имеющие непрерывные производные 
первого порядка и превращающиеся в нуль при х=у—=0. Имеем, 
в самом деле: 

x,=xX—lz, yy=y—mz, 

dx? + dy? =(dx —ldz—zdl)* + (dy —mdz—zdm); 

раскрыв скобки в правой части равенства и пренебрегая бесконечно 
малыми выше, чем второго порядка, получим: 

dx? + dy? =dx’ + dy’. 

Заметим, что если бы мы хотели ограничиться евклидовым простран- 
ством, касательным в точке М, то мы могли бы каждой точке М’ 
поверхности поставить в соответствие точку М, касательной плоскости, 
полученную из первой посредством `цилиндрической проекции, причем 
направление цилиндрической проекции должно быть подчинено един- 
ственному условию — не быть па’аллельным к касательной плоскости 
в тэчке М. Можно было бы также воспользоваться конической проек- 
цией, причем вершина конуса может быть помещена где угодно, за 
исключением точек касательной плоскости в М. 

100. Гаусс первый развил внутреннюю теорию поверхностей, изучая 
их с точки зрения тех свойств, которые зависят только от линейного 

элемента; в этом отношении он является предшественником Римана. 
В частности он ввел понятие геодезической кривизны кривой, лежащей 

на поверхности. Это то, что мы назвали просто кравизной кривой, рас- 
сматриваемой как кригая двумерного риманова пространства, образован- 
ного поверхностью. Чтобы избежёть всяких недоразумений, примем 

1 
наименование Гаусса и обозначим через — геодезическую кривизну кри- 

9 
вой; сохраним наименование кривизны (без прилагательного) за обычной 
кривизной кривой, рассмагриваемой безотносительно поверхности, и 

обозначим ее. через 5. 

Геодезическая кривизна кривой (С) в точке М равняется на основании 
общей теории, и в частности п° 99, обыкновенной кривизне проек- 
ции (С”) кривой (С) на касательную плоскость в М. Если мы рассмотрим. 
теперь цилиндр, проектирующий ортогонально кривую (С) на касательную 
плоскость, то увидим, что обе кривые (С) и (С’) имеют на этом цилиндре
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одну и ту же нормальную кривизну. Но угол, который главная нормаль 
кривой (С) образует с нормалью цилиндра, является дополнительным по 
отношению к углу У между этой главной нормалью и нормалью к поверх- 
ности (5); отсюда — формула: 

К 
со$ | — — И 

1 (5 )_ sin V 

Pg Р р 

В силу этого геодезическими на поверхности (кривыми нулевой геоде- 
зической кривизны) могут быть либо прямые объемлющего пространства 

  

1 
(==9), либо такие кривые, соприкасающаяся плоскость которых нор- 

мальна к поверхности ($т У =0). | 
Можно получить другое выражение для геодезической кривизны, не 

связанное с объемлющим пространством. Заметим сначала, что в рима- 
новом двумерном пространстве два Бектора Х и Х', приложенные в бес- 
конечно близких точках Ми М', параллельны между собою, если они 
образуют один и тот же угол с геодезической ММ’. Это вытекает из 
того, что при перемещении вдоль геодезической вектор, касательный 

к ней, остается параллелен самому себе. Возьмем теперь в качестве 
отправной точки формулу Френе: ` 

1, 
dsp, ™ 

где п, обозначает единичный вектор, нормальный к кривой, HO каса- 
тельный к поверхности. Число, измеряющее вектор 0%, равно углу в, 
образованному касательной в М с касательной в Л", параллельно пере- 
несенной из М’ в М бугол смежности). Следов=- 
тельно, геодезическая кривизна равна отн.-шению 

& e и; Угла смежности к длине дуги ММ’. Чтобы вы- \ 

числить =, рассмотрим (фиг. 7) две геодезические, , 
касательные в точках Ми М’ данной кривой, и пусть Р M+ 
будет точка их пересечения (бесконечно близкая к М 
Hu M’). Для того чтобы перенести параллельно самому cS 
себе (с точностью до бесконечно малых второго по- Ap 
рядка) направление касательной в точке М’ из М в М, И 
можно поступить так: сначала перенести это направле- 
ние из М'в Р; это даст нам направление самой геоде- 
зической РМ’ в точке Р. Перенося его-далее`из Р Фиг. 7. 
в М, мы не изменим угла между этим направлением 
и направлением геодезической МР. Следовательно, угол смежности явля- 
ется ни чем иным, как тем углом, под которым пересекаются в Р 
обе рассматриваемые геодезические. Мы получаем, таким образом, такое 
же определение геодезической кривизны, как и в случае евклидовой 

плоскости. 
101. Проектируя ортогонально точки поверхности на развертываю- 

щуюся поверхность (2), описанную около данной вдоль кривой (С), МЫ 

получим конкретную интерпретацию евклидова пространства (здесь 
плоского), соприкасающеговя с данным вдоль кривой (С). Действительно, 
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пусть М — точка кривой (С), М' — достаточно близкая точка поверхности; 
нормаль, опущенная из М’ на (У), и нормаль к поверхности в М обра- 
зуют угол, бесконечно малый (первого порядка малости) по отношению 
к расстоянию ММ". Метрика, которую определяет на (%) такое точечное 
соответствие между (5) и (»), будет при этом (п? 99) соприкасающейся 
евклидовой метрикой в точке М по отношению к метрике поверхности, 
и, следовательно, поверхность (>), будучи развернута на плоскость, даст 
евклидово пространство, соприкасающееся с нашим вдоль (С). 

Отсюда вытекает способ (так сказать, механический) параллельного 
переноса вектора вдоль некоторой кривой (С), лежащей на данной 

  р’ 

Фиг. 8 Фиг. 9. 

поверхности. Рассмотрим, например, сферу радиуса Ю и на этой сфере — 

дугу параллели, лежащую на широте 5—а, и поставим задачу: пере- 

нести параллельно из Ав В касательную АТк меридиану РАР’ (фиг. 8). 
Развертывающаяся поверхность, описанная около сферы, будет здесь 
конусом, образующие которого, считая от данной параллели сферы, 
имеют длину А 2 а; если В — центральный угол, соответствующий дуге АВ, 
то при развертывании конуса получится (фиг. 9) дуга окружности 
радиуса Ю4га длиною ЮВ зт а. Геодезическая кривизна параллели равна, 

следовательно, oes центральный угол сектора, который получится при 

развертывании конуса, будет Всоз а. Отсюда сейчас же следует, что это 
и будет угол, образованный на сфере вектором ВТ’ (который получается 
при переносе АГ) с касательною ВТ, к меридиану, проходящему через В. 
Этот угол Всо$ а равен нулю, если рассматриваемая окружность является 
экватором: отсюда следует, что экватор является геодезической; каса- 
тельная к эгой геодезической все время остается параллельной сама себе, 
и вектор АТ образует с ней все время прямой угол. 

Эти результаты можно получить аналитически, исходя из классического 
выражения для линейного элемента сферы: 

453 — 463 -- $118 0 а. 

Вычисление символов Христоффеля дает: 

Г. = {22} = — $11 6 с0$6, Г. = {12} —ctg 9,
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k 
все остальные Гу; равны нулю. Уравнения параллельного переноса вектора 
вдоль параллели имеют вид: -- 

aX' +. X%w} = dX! — ХЗ 5 0 с0$6 4 —=0, 

AX? + X10? = 4Х%-- Хр 0 44 =0. 

Здесь мы имеем: \ 

O=a, (X)=1, (X%)=0; 
интегрирование, выполненное от $, до $, | В, дает в точке В: 

1 e 1 __ = — ___ X'=cos(8cosa), X?= Sng Sit (Bcos a), 

что совпадает с результатом, полученным геометрически. 
102. Способ, указанный в п” 99, посредством которого можно полу- 

чить соприкасающуюся евклидову метрику в данной точке поверхности, 
может быть обобщен на случай любого риманова пространства п изме- 
рений. Достаточно представить себе, что в евклидовом пространстве 
достаточно большого числа измереций № задано многообразие л измерений, 
линейный элемент которого в точности совпадает с линейным элементом 

заданного риманова пространства. Мы реализуем такое многообразие, 
если сумеем найти М функций х,, ..., Ху от и!,..., и", удовлетворяющих 

урагнению: 
ах? + ах? +... + аху= D8. du‘ dui, 

tJ 

n+ 1 
Это равенство сводится к системе пин о. уравнений в частных’ про- 

изводных первого порядка с N неизвестными функциями. Эта система 
будет наверное вполне интегрируемой (на это указывает более углублен- 
ный анализ), если число уравнений не будет превышать числа неизвестных 

функций, в частности если мы возьмем №М= ет, 

Установив это, возьмем в Л-мерном евклидовом пространстве много- 
образие У, имеющее данный линейный элемент. Мы получим соприка- 
сающуюся евклидову метрику в точке М, если спроектируем ортогонально 
точки многообразия на плоское п-мерное многообразие, касательное 
к У» в точке М. Линейный элемент, который мы получим таким образом 
в плоском многообразии, удовлетворяет требуемым условиям. Отсюда 
получается следующий способ построения двух векторов, касательных 
к У,, имеющих начало в двух бесконечно близких точках М и М'и 
удовлетворяющих условию параллелизма. Достаточно, чтобы ортогональная 
проекция второго на касательное в М плоское многообразие была 
параллельна первому вектору в элементарном смысле этого слова. Именно 
таким образом Леви-Чивита и ввел впервые понятие параллелизма; но 
если стать непосредственно на эту точку зрения, то нужно еще доказать, 
что параллелизм связан только с линейным элементом многообразия. Это 
и было сделано Леви-Чивита *). 

1) См. М. Janet (Annales Soc. Pol. Math., t. 5, 1926, crp. 38—43 u &. Cartan, тот 
же сборник, & 6, 1927, стр. 1—7). 

2) T. Levi-Civita, Nozione di parallelismo in una varieta qualunque (Rend. Circ. 
matem. Palermo, t. 42, 1907, ctp. 173—2v5). 

 



ГЛАВА \У 

ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ ПОВЕРХНОСТИ; АКСИОМА ПЛОСКОСТИ 
И АКСИОМА СВОБОДНОЙ ПОДВИЖНОСТИ 

1. Поверхности, геодезические в точке; теорема Сёвери 

103. Если через точку А риманова пространства провести все возмож- 
ные геодезические 1), касательные в этой точке к данной элементарной 
площадке, то получится поверхность,жжоторая называется геодезической 
в точке А. Для того чтобы выяснить, является ли некоторая данная 
поверхность геодезической в одной из своих точек, достаточно рассмотреть 
геодезические линии, касательные к поверхности в этой точке: они 
должны лежать целиком на поверхности. 

У поверхности, геодезической в точке А, обе главные кривизны в этой 
точке равны нулю, потому что нормальная кривизна в направлении любой 
касательной к поверхности равна в точке А нулю. Следовательно, абсо- 
лютный дифэренциал единичного вектора нормали к поверхности при 
переходе от точки А к бесконечно близкой точке той же поверхности A’ 
равен нулю. Стало быть, если параллельно перенести из А в А’ вектор, 
касательный к поверхности в А, то ив точке А’ он останется касательным 
к поверхности (с точностью до бесконечно малых выше, чем первого порядка). 

На основе этих соображений можно установить способ геометрического 
построения параллельного перенесения вектора, данный Ф. Севери %). 

Чтобы вектор х, приложенный в А, перенести параллельно в бес- 
конечно близкую точку А’, нужно провести геодезическую АА’ и 
геодезическую позерхность в точке А, касательную в А к вектору х 
и к геодезической АА’. Искомый вектор Х’ должен касаться в А' 
этой поверхности и образовывать с геодезической АА’, продолженной 
за А’, угол, равный углу, образованному с этою же зеодезической 
вектором Х. 

Последняя часть нашего утверждения вытекает из того, что направление 
геодезической АД’ в А' параллельно ее же направлению в 4, и из того, 
что при „параллельном перенесении угол между двумя направлениями 
сохраняется. 

Важно заметить, что если вектор Х переносить‘ параллельно вдоль 
конечной дуги геодезической АА’ (продолженной достаточно далеко), то 

1) Здесь и в дальнейшем имеются в виду геодезические линии пространства, 
Т. е. «прямые». 

2) F. Severi, Sulla curvatura delle superficie e varieta (Rend. Circ, matem, Palermo, 
t. 42, 1917, crp. 227—259). ~
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вектор, полученный в результате “этой операции, не будет, вообще 
говоря, касательным к рассматриваемой геодезической поверхности. 
Действительно, нет никаких оснований предполагать а р7от, чтобы эта 
поверхность, геодезическая в А, оставалась геодезической во всех точках 
кривой АА’. 

Если две поверхности, пересекаясь по кривой (С), являются обе гео- 
дезическими во всех точках этой кривой, то они пересекаются под 
постоянным углом, потому что кривая (С) может рассматриваться как 
линия кривизны на обеих поверхностях (п? 96). 2 

П. Вполне геодезические поверхности; плоскости 

104. Поверхность, геодезическая во всех своих точках, называется 
просто геодезической поверхностью (или вполне геодезической поверх- 
ностью) !). Характеристическим свойством ее является следующее: любая 
геодезическая, касательная к этой поверхности, лежит на ней целиком. 

Вторым характеристическим свойством является то, что любая геоде- 
зическая, имеющая две точки (достаточно близкие) на такой поверхности, 
лежит на ней всеми своими точками. Действительно, пусть А и А’ — эти 
две точки; через точку А проходит бесконечное множество геодезических, 
заполняющих поверхность сплошь, если ограничиться достаточно малой 
окрестностью точки А. Одна из них необходимо пройдет через точку А’. 
Она совпадает .c данной геодезической линией, потому что через две 
достаточно близкие точки пространства проходит только одна геодези- 
ческая. Обратное предложение доказывается точно так же. 

Таким образом, вполне геодезические поверхности обладают свойствами, 
присущими плоскостям в евклидовом пространстве. За ними можно 
сохранить наименование плоскостей. Но мы увидим, что существование 
плоскостей в римановом пространстве является, вообще говоря, 
исключением. 

1051 Вполне геодезическая поверхность обладает следующими тремя 
очевидными свойствами: 

Прежде всего, се главные кривизны во всех точках равны нулю. 
Во-вторых, при параллельном переносе вдоль поверхности единичный 

вектор нормали к поверхности остается все время нормальным к ней. 
В-третьих, любой касательный к поверхности вектор остается 

касательным при любом параллельном переносе вболь поверхности. 
Второе свойство является непосредственным следствием первого, которое 

в свою очередь вытекает из второго. Что касается второго и третьего, 
то они, очевидно, эквивалентны одно другому. 

Мы докажем сейчас, что третье свойство является характеристи- 

ческим для вполне геодезических поверхностей; следовательно, два первых 

будут тоже характеристическими. 
Ирэдположим, что любой вектор, касательный к ланной поверхности 

(5), остается касательным к ней при параллельном перенесении, при ко- 
тором начало его описывает любую кривую, лежащую на поверхности (53). 

-— —-- 

1) Это понятие было введено Адамаром (/. Нааатага) (Вий. $ос. та{в., 2-я серия, 
ь 25, 1951, стр. 37—40).
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Отсюда следует, что ускорение точки, описывающей любую кривую по- 
верхности, само касается поверхности. Если координаты точек поверхно- 
сти даны как функции двух параметров а, В, то достаточно двух ди- 
ференциальных уравнений второго порядка относительно @ и В, чтобы 
выразить, что ускорение движущейся точки равно нулю. Следовательно, 
на поверхности существует геодезическая, проходящая через любую 
точку этой поверхности и имеющая в этой точке произвольное на- 
правление, касательное к позерхности; следовательно, наша поверх- 
ность — вполне геодезическая. 

Нетрудно проверить это путем вычисления. Не уменьшая общности, 
можно предположить, что поверхность определена уравнением и3—0. 
Для того чтобы найти геодезические линии пространства, целиком ле- 
жащие на поверхности, нужно решить систему трех уравнений: 

  

1, 2 
а2(и1) 1: аи!’ аи? _ 
as + Na a =% 

t,j 

1,2 bag 
42 (и?) . 4и' 4и 

+ м — 

ds? > I ds ds 0, 
tj . 

1,2 ; j 

du’ d Sry Me det =, 
i, J 

  

Ids ds 

Таким образом, для того чтобы поверхность была вполне геодезической, 
необходимо и достаточно, чтобы Г}; равнялись нулю: 

3 3 3 Ги = Гл == [2 =0. (1) 

Эти уравнения выражают одно из трех: либо то, что главные кривизны 
равны нулю, либо то, что абсолютный диференциал каждого из векто- 
ров ©,, ©е›, касательных к поверхности, сам является вектором, касатель- 
ным к поверхности: 

ре, — (Га Ди! + du*) е, + (is ди! + Гр du?) е,, 

либо то, что абсолютный диференциал нормального вектора с ковариант- 
ными компонентами Х, =АХ.=0, Х,=1 нормален к поверхности: 

ОХ, =аХ, —» Xo =— 01 = — ГВ аш — ГВ 4и=0, 
4 

DX, = dX, — S X,»} =— of = —TA du! —Thau =0, 

106. Еще одним важным свойством вполне геодезических поверхностей 
является следующее: если развернуть любую из кривых, целиком ле-
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жащих на вполне геодезической поверхности, на евклидово простран- 
ство, то получится плоская кривая. Действительно, абсолютный дифе- 
реициал единичного касательного вектора будет касательным к поверх- 
ности; следовательно, и главная нормаль будет касательной к поверхно- 
сти. Точно такое же рассуждение показывает, что и бинормаль будет 
касательной к поверхности. Это показывает, что кручение кривой равно 
нулю; а если так, то при развертывании она дает плоскую кривую. 
-Обратное предложение тоже справедливо. Предположим, что круче- 

ние любой кривой, целиком лежащей на нашей поверхности, равно тож- 

дественно нулю; иными словами, что скорость, ускорение первого по- 
рядка и ускорение второго порядка точки, произвольно двигающейся по 
поверхности, все время компланарны. Пусть, кроме того, поверхность 
определена посредством уравнения #3 = 0. Представим себе вторую под- 
вижную точку, которая перемещается по поверхности таким образом, 

du’ аш 
что в каждый данный момент величины at и We имеют одни и те же 

аз 482 
числовые значения для обеих точек, величины Ke Ts И WB? напротив, 

разнятся соответственно на некоторые произвольные количества а! и 4%. 
Отсюда следует, что произвольный вектор (a!, а’), касательный к по- 
верхности, компланарен скорости и ускорению первой точки; следова- 
тельно, это ускоргние лежит в касательной плоскости к поверхности, и 
все кривые, лежащие на поверхности, являются асимптотическими ли- 
ниями. Следовательно, наша поверхность — вполне геодезическая. 

107. В качестве следствия из только что изложенного материала мы 
сейчас докажем замечательную теорему, которая принадлежит Г. Риччи !). 

Если в римановои пространстве существует семейство «плоскостей», 
зависящее от одного парам°тра, то ортогональные траектории этого 
семейства устанавливают между отдельными плоскостями изомет- 
рическсе точечное соответствие. 

Действительно, пусть (Р) — одна из плоскостей семейства, (Р’) — бес- 
консчно близкая плоскость. Пусть, далее, (С) — произвольная кривая, ле- 
жащая в плоскости (Р), а (С’) — геометрическое место точек пересечения 
плоскости (Р’) и ортогональных траекторий, проведенных через (С). 
Отобразим риманово пространство на евклидово, соприкасающееся вдоль 
(С). При таком отображении кривая (С) перейдет в плоскую кривую, а 
кривая (С“) —в кривую, которая получается из первой так: из каждой 
ее точки проводится нормаль и на ней откладывается бесконечно малый 
отрезок. Следовательно, первая вариация длины любой дуги кривой (С) 
при переходе от нее к (С’) равна нулю. Но так как, с другой стороны, 
при нашем отображении длина (С”) сохраняется с точностью до беско- 
нечно малых второго порядка, то мы видим, что и в римановом про- 
странстве первая вариация длины любой дуги кривой (С) равна нулю, 
если перейти от плоскости Р к бесконечно близкой плоскости (Р”’), а это 
нам как раз и нужно было доказать. 

Отсюда гытекает интересное следствие. На одной из плоскостей (Р,) 
нашего семейства возьмем произвольную систему координат и, 9 и 0бо- 

1) G. Ricci, | ormole fondamentali nella teoria generale cella varieta e della loro 
curvatura (Rend. Acc. Lincel, t. 121, 1903, crp. 409—42v). 

5 Kaptan
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значим через че переменный параметр, индивидуализирующий различные 
плоскости семейства. В этих координатах линейный элемент простран- 

ства примет вид: 
45* =43* + Н(и, э, w) dw’, (2) 

если через 45% обозначить линейный элемент плоскости (Р»): 

do* = E(u, v) du* + 2F(u, v) du dv + G(u, v) do’. (3) 

Этот же результат можно получить чисто формальным путем, если 
взять в качестве третьего семейства координатных линий (и —= соп$, 
v=const) ортогональные траектории наших плоскостей, а в качестве 
трегьего семейства координатных поверхностей (№ = соп$ё) — самые плос- 
кости. При этих условиях линейный элемент пространства удовлетворит 
условиям: 

£13 = £93 = 0. (4) 

Для того чтобы поверхность 1 = соп5${ была вполне геодезической по- 
верхностью, необходимо и достаточно, чтобы имели место соотношения: 

$ ШГ — ТЗ — 
Г: 1 = Г, = Г, =0, 

или, принимая во внимание (4): 

Газ — Газа = Гоза =0, 

или, пользуясь символами Христоффеля: 

11 12 22 
Ls l=Ls = 3 |=0. 

Эти уравнения приводятся к следующим: 

дез! _ де _ дем _ | 
ow д 9 

и мы получаем данное выше выражение для (5%. 
Этот линейный элемент, содержащий только одну произвольную функ- 

цию трех независимых переменных (а также и функции двух независи- 
мых переменных), показывает, что римановы пространства, допускающие 
семейства плоскостей, зависящих от одного параметра, являются исклю- 

чительным случаем, потому что, как это заметил еще Риман, наиболее 
общий линейный элемент трехмерного пространства зависит от трех 

произвольных функций трех переменных (мы имеем шесть различных 
коэфициентов, но возможность произвольного преобразования координат 
уменьшает число произвольных функций до трех). 

Ш. Аксиома плоскости и аксиома свободной подвизхеости 
пространства 

108. В обычном пространстве через любые три точки можно провести 
плоскость, или, что то же, плоскость всегда можно провесги через лвз 
пересекающиеся прямые. Мы скажем, что римаипово пространство удов- 
летворязт аксио,е плогкости, если оно обладает следующим свойством:
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Через любую точку пространства и в направлении любого двумер- 
ного элемента, содержащего эту точку, проходит вполне геодезиче- 
ская поверхность, т. е. такая поверхность, которая целиком содер- 
жит любую геодезическую, имеющую с ней две общие точки. 

Несколько ниже мы определим все римановы пространства, удовлетво- 
ряющие аксиоме плоскости. Но сначала мы покажем, что они имеют 
еще одно важное свойство, сближающее их с евклидовым пространством. 

Евклидово пространство допускает бесчисленное множество изометри- 
ческих точечных преобразований; иными словами, любую фигуру можно 
всегда перемещать так, чтобы она оставалась равна сама себе. При 
этом любую точку А фигуры можно совместить с любой точкой про- 
странства В, и две любые полупрямые, исходящие из А, —с двумя лю- 
быми полупрямыми, исходящими из В, если только последние образуют 
такой же угол между собою, как и первые. 

Существование таких перемещений или, что в сущности то же, поня- 
тие равенства фигур служит основанием почти всей элементарной геометрии. 

Мы скажем, что риманово пространство удовлетворяет аксиоме сво- 
бодной подвижности, если оно допускает перемещения, сохраняющие 
форму кривых и обладающие той же степенью общности, как и в про- 
странстве Евклида. 

Мы докажем сейчас, что в любом римановом пространстве аксиома 

плоскости влечет за собою аксиому свободной подвижности, и на- 
оборот. | 

109. Докажем сначала, что если любая поверхность, геодезическая 
в некоторой точке 24, является вполне геодезической, то пространство 
обладает свободной подвижностью вокруг точки А. Это значит, что 
оно допускает изометрические точечные преобразования, оставляющие 
неподвижной точку А и преобразующие любые два направления, исхо- 
дящие из А, в любые два другие направления, образующие между со- 
бою тот же угол. 

Ясно, что если такое изометрическое точечное преобразование суще- 
ствует, то оно определяется однозначно, потому что в касательном в 
точке 4 евклидовом пространстве оно сводится к повороту около оси, 
проходящей через А. Каждое направление преобразуется вполне опреде- 
ленным образом, и каждой точке М, расположенной на геодезической, 
исходящей из А, соответствует точка М, расположенная на геодезиче- 
ской, исходящей из А в преобразовачном направлении на том же рас- 
стоянии от А, что и точка М. При этом предполагается, что изометри- 
ческое преобразование является прямым, т. е. сохраняет ориентацию 

триэдров, имеющих вершину в А. 
Заметив это, предположим, что все поверхности, геодезические в точке 

А, являются вместе с тем вполне геодезическими. Рассмотрим сф’ру с 
центром в Д, т.е. геометрическое место точек, нахолящихся на всех воз- 
можных геодезических, исходящих из точки А и лежащих на расстоя- 

нии Ю от нее. Назовем большим кругом этой сферы сечение сферы 
плоскостью, проходящей через А, и рассмотрим две дуги больших кру- 
гов ИМ и М'М№', соответствующих двум равным центральным углам 

_ a ™ 
МАМ и МАМ. 

8и
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Проведем на сфере кривую ММ’, нормальную к большому кругу MN 
в точке Ми к большому кругу М'М№ в точке М’, что всегда возможно. 
Рассмотрим семейство плоскостей, построенное следующим образом: че- 
рез произвольную точку Р кривой ММ’ проводится геодезическая АР и 
геодезическая поверхность, содержащая АР и нормаль к ММ’ в точке Р; 
это сделать можно, потому что радиус АВ нормален к сфере в точке Р. 

Ортогональные траектории семейства плоскостей определяют изомет- 
рическое соответствие между точками этих плоскостей; точке М плэско- 
сти АММ (принадлежащей к семейству) соответствует точка ЛМ птоско- 
сти АМ'М' (тоже принадлежащей семейству); геодезической АМ соответ- 
ствует геодезическая АЛ’, образующая с АМ’ такой же угол, какой AN 
образует с АМ; следовательно, точке № соответствует точка №. Изо- 
метрическое преобразование позволяет, таким образом, перейти от дуги 
большого круга ММ к дуге большого круга М’М№'. 

Отсюда следует, что на каждой сфере с центром в А равным цен- 
тральным углам соответствуют равные дуги больших кругов (т.е. 
дуги равной длины). 

Рассмотрим теперь точечное преобразование риманова пространства, 
соответствующее, как было объяснено выше, вращению касательного в А 
евклидова пространства вокруг точки А. Пусть М и N— ape соседние 
точки, расположенные на одной и той же геодезической, исходящей из А, 
и пусть Ми М№М— отображения этих точек; отображения тоже располо- 
жены на одной геодезической, исходящей из A, причем, очевидно, 

М'№' = ММ. Пусть теперь М и М будут две соседние точки, располо- 
женные на одной и той же сфере с центром в 4; М’и М№ попрежнему 
будут их отображения, расположенные, конечно, на этой же сфере. Здесь 
снова имеет место равенство ЛМ'М№' = ММ, потому что соответствующие 
центральные углы, очевидно, равны. Но всякое элементарное смещение 
в римановом пространстве может рассматриваться как результат двух 
взаимно ортогональных элементарных смещений: радиального и нормаль- 
ного к радиусу-вектору, исходящему из А. Это доказывает, что расс.ма- 
триваемое нами точечное преобразование является изометрическим. 

К этому можно еще кое-что добавить. Рассуждение, которое мы только 
что привели, может быть без всяких изменений приложено к точечному 
преобразованию, соответствующему отражению касательного в А евкли- 
дова пространства. 

Следовательно, если все поверхности, геодезические в А, являются 
вполне геодезическими, то пространство допускает соЗ прямых ин 
00% непрямых точечных преобразований, которые все являются изо- 
метрическими и оставляют неподвижной точку А. 

110. Докажем тепгрь обратное предложение. Допустим, что простран- 
ство обладает свободной подвижностью вокруг точки А. Отсюда немед- 
ленно следует, что на любой сфере с центром в А равные элементарные 
дуги соответствуют равным центральным углам. Рассмотрим, далее, эле- 
ментарную площадку, содержащую точку А, и отражение относительно 
этой площадки в касательном евклидовом пространстве. Это отражение 

влечет за собою точечное преобразование риманова пространства, при 
котором точке /М соответствует точка М’, расположенная таким образом, 
что направления геодезических АМ и АМ' симметричны в точке А отно
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сительно данной элементарной площадки, а дуги АМ и АМ' равны между 
собою по длине. Это точечное преобразование, сохраняющее длины эле- 
ментарных дуг, лежащих на сфере с центром в А, и элементарных дуг, 
нормальных к этой сфере, изометрично. Иными словами, существование 
соз изометрических прямых преобразований, сохраняющих неподвижной 
точку А, влечет за собою существование стольких же непрямых пре- 
образований. 

Рассмотрим теперь поверхность, геодезическую в точке А и касатель- 
ную в этой точке к данной элементарной площадке. Эта поверхность, 
очевидно, инвариантна по отношению к отражению, существование ко- 
торого мы только что доказали, именно к отражению относительно дан- 
ной элементарной площадки. Если М и №— две любые точки нашей 
геодезической поверхности, то геодезическая МЛ, очевидно, инвариантна 
по отношению к отражению; то же можно сказать относительно геоде- 
зической АР, соединяющей А с люЭой точкой Р кривой ММ; но един- 
ственные геодезические, исходящие из А и инвариантные по отношению 
к нашему отражению, лежат в рассматриваемой геодезической поверхно- 
сти; следовательно, любая точка кривой MN лежит на геодезической 

поверхности. Иными словами, все поверхности, геодезические в А, 
являются вполне геодезическимц. 

111. Обратное предложение, которое мы только что доказали, сразу 
показывает, что если некоторое риманово пространство удовлетворяет 
аксиоме свободной подвижности, то оно удовлетворяет и аксиоме пло- 
скости, потому что все поверхности, геодезические в произвольной точке 
пространства, являются вполне геодезическими. Обратно, если некоторое 
риманово пространство удовлетворяет аксиоме плоскости, то оно удов- 
летворяет и аксиоме свободной подвижности. Действительно, пусть А и 

“—™ a 
А’ — две произвольные (достаточно близкие) точки, а ВАС и В' 
два равные угла; подходящим образом подобранное вращение (изометри- 
ческое преобразование) вокруг середины дуги геодезической АА’ пере- 
ведет точку Ав А’; в результате второго поворота около А’ придут 
в совмещение оба данные угла. 

112. Докажем сейчас весьма замечательную теорему, которой мы обя- 
заны Ф. Шуру !), а именно следующую: если в ринановом простран- 
стве имеются две точки (достаточно близкие} А и В, обладающие 
тем свойством, что все поверхности геодезические в любой из этих 
точек являются вполне геодезическими, то пространство удовлетво- 
ряет аксиоме плоскости; более того, его можно от›бразить на обыч- 

ное ппостранство таким образом, что любей геодезической будет со- 
ответствовать прямая. 

Первую часть теоремы можно сформулировать еще и иначе, а именно 
так: если риманово пространство обладает свободной подвижностью 
около двух точек, то оно удовлетворяет аксиоме своГодной подвижности. 

Если стать на последнюю точку зрения, то теорема доказывается легко. 
Действигельно, если М — любая точка (достаточно близкая к Аи В), 

ow С — 

  

1) F. Schur, Uber den Zusammenhang der Ra4ume constanten Kriimmungsmasses 
mit den projektiven Raumen (Math. Ann., t. 27, 1886,-crp. 537—567).
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то пространство допускает поворот на произвольный угол как вокруг 
геодезической МА, так и вокруг геодезической МВ. Но в евклидовом 
пространстве, касательном к данному в точке М, любой поворот около 
М может быть получен путем сложения в определенном порядке доста- 
точного числа поворотов около двух данных прямых, исходящих из М). 
Эти операции, произведенные в самом римановом пространстве, приво- 
AAT к изометрическим преобразованиям, доказывающим свободную под- 
вижность пространства вокруг точки M. 

113. Докажем теперь теорему Шура чисто проективным путем. Любая 
геодезическая, проходящая через А, может быть задана аналитически 
с помощью направляющих параметров х, у, г этой геодезической в точке 

А, параметров относительно местной декартовой системы координат 

в точке А, причем существенными являются только их отношения. Точно 
так же любая геодезическая, проходящая через В, может быть анали- 
тически задана с помощью своих параметров х’, у’, 2'в В. С каждой 
точкой пространства (достаточно близкой к А и В) связываются, таким 
образом, шесть чисел: x, y, 2, x’, y’, 2', причем существенными пара- 
метрами являются только взаимные отношения чисел первой тройки 

к одному из них и соответственно чисел второй тройки. Таким образом 
фактически получаются четыре координаты, между которыми необходимо 
должно быть некоторое соотношение. 

Чтобы найти это соотношение, заметим прежде всего, что любая 
плоскость (вполне геодезическая поверхность), проходящая через 4, за- 
дается линейным однородным уравнением относительно х, у, 2; точно так 
же любая плоскость, проходящая через В, задается линейным однород- 
ным уравнением относительно х’, у’, 2'. Следовательно, любая плоскость, 
содержащая геодезическую АВ, может быть задана двумя различными урав- 
нениями; с одной стороны, уравнением вида: 

ах + о у- с. -- т (ах + Ву + с) =0, (5) 

Где т — параметр, меняющийся вместе с рассматриваемой плоскостью, 
с другой стороны — уравнением вила; 

ах у с12' т’ (азх' + вау + с22’) =0, (6) 

где т’— параметр, тоже меняющийся одновременно с заданной плэ- 

скостью. 
Уравнениями 

ах у с,2=0, ах Бу + с,2=0 

определяются две плоскости (основные плогкости) того пучка, который 
образован плоскостями, содержащими АВ; то же можно сказать и про 
уравнения: 

ху + с12'=0, @х’-- Бу’ - сог' =0. 

  

1) См. 5 153 книги М. Лагалли, «Векторное исчисление», ГТТИ, 1936 г. Прим ред.
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Ничто не мешает предположить, что в А и В в качестве основных 
взяты одни и те же плоскости; можно также предположить, что некото- 
рая третья плоскость соответствует одновременно значениям т=1 
ит! =1. 

Условившиесь относительно этого, заметим еще следующее. Вели- 

ayx! + byy! ey! чина ‚т, принимает одно и то же значение во всех точках, 
азх' -- 6>у' - с22 
  

  соответствующих одинаковым значениям величины ие бу са . Следо- 
Agx > bey + Caz 

вательно, эти величины связаны функциональной зависимостью; эта 
зависимость и дает искомое соотношение между координатами произ- 
Вольной точки. Далее, нетрудно заметить, что ангармоническое отно- 
шение четырех плоскостей, проходящих через АВ, одно и то же 
ив то ке А, и в точке В. Действительно, рассмотрим поверхность (5), 
пересекающую геодезическую АВ в точке С. Любая точка этой поверх- 
ности может быть определена посредством однородных координат х, у, 2 
геодезической, соединяющей эту точку с точкой А. Если пересечь по- 
верхность (5) четырьмя плоскостями, проходящими через АВ, то мы 
получим четыре кривых, выходящих из С и определенных посредством 

уравнений: 

ах В у-с,2 + т, (ах + Бъу - с.2) = 0. 

Следовательно, ангармоническое отношение этих четырех кривых 
в точке С равно ангармоническому отношению четырех значений па- 

риметра т. В самом деле, если в точке С 2-==0, то всегда можно 
7 | x y 

предположить, что Z— 1; Nonaran ==, = У, мы увидим, что на- 

правлен«я четырех кривых в точке С определяются уравнениями: 

a, dX +b, d¥ + m,(a,dX +b, dY)=0. 

Точно такое же рассуждение показывает, что это ангармоническое 
отношение равно ангармоническому отношению четырех значений т; па- 
раметра т’, соответствующих этим четырем плоскостям. Следовательно, 
между параметрами т и т’, относящимися к одной и той же пло- 
скости, содержащей АВ, существует гомографическое соответствие. 
Так как значениям т =0, со, | соответствуют те же самые значе- 
НИЯ 12’ —0, со, 1, то это гомографическое соотношение сводится к т" = т. 
Иными словами, шесть величин х, у, 2; Х', У’, 2’ связаны равенством: 

Ax + by +62 — aye’ + Вау’ 17 (7) 
ах + уе ши ое" 

Фиксируем координаты х,у,2, и умножим х’, у’, 2' на некоторый 
множитель (что всегда можно сделать), подобранный таким образом, ‘гобы выполнялось равенство: 

ах Ву с12 = ах Ву + с1г'.
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Тогда автоматически выполнится равенство: 

1 /,,f ! ах Е Ву с,2 =аах' Ну + с,2 

Возьмем теперь форму а.х- ВУ -+ с32, линейно независимую от двух 
форм: 

ах ус и ах у С.2. 

Введем также форму азх’ + Взу' - с32', линейно н-зависимую от форм: 

ах у+с2 и ах Е Шу + с" 

Положим, наконец: 

ot Рай ft X=4,% +by+ez2=a,x 4+ diy +e 2, 

Y=a,x +b, y+ cy2=agx'+ boy’ +032’, 

Z= A,X + DsyY+ C52, 

T= 3x' + b3y' + 632’. 

(8) 

Любая точка пространства вполне определяется величинами X, Y, Z, T 
(или, вернее, отношениями этих величин к одной из них), потому что, 
зная Х, 7, 7, мы сейчас же можем определить х, у, 2, а зная Х, У, Т-— 
найти х’, у’, 2’. 

114. Полученная нами система координат обладает тем свойством, что 
всякая плоскость, проходящая через точку А, определяется уравне- 
нием, линейным относительно Х, 7, , а всякая плоскость, проходя- 
щая через В, — уравнением, линейным относительно Х, 7, Т. 

Возьмем произвольную геодезическую нашего пространства; эта гео- 
дезическая вместе с точкой А определяет вполне геодезическую поверх- 
ность, уравнение которой линейно относительно Х, 7,2. Вместе с точ- 
кой В эта же геодезическая определяет другую вполне геодезическую 
поверхность, уравнение которой линейно относительно Х, У, Г. Итак, 
любая геодезическая определяется двумя уравнениями первой степени 
относительно Х, У, 2, T. 

Обратное предложение справедливо, потому что любая система двух 
уравнений первой степени эквивалентна такой линейной системе, в кото- 
рой первое уравнение содержит только переменные Х, 7, 7, а второе — 
Х, У, Т. Она определяег кривую пересечения двух вполне геодезических. 
поверхностей, т. е. непременно геодезическую кривую. 

Если UN, Y,Z,7T мы будем рассматривать как однородные координаты 
точки в Г обычном пространстве, то убедимся, что часть риманова про- 
странства, близкая к точкам Аи В, допускает отображение на 
евклидово пространство, при котором геодезическим соответствуют 
прямые (геодезическое отображение). 

Аксиома плоскости является непосредственным следствием предыдущего 
результата. Поверхность, которая отображается на некоторую плоскость 
обычного пространства, непременно является вполне геодезической по- 
верхностью, потому что из каждой ее точки исходит бесконечное мно-
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жество геодезических, расположенных на этой поверхности и касающихся 
в этой точке одной и ТОЙ же элементарной площадки. 

Мы видим, в частности, что аксиома плоскости влечет за собою 
возможность геодезического отображения риманова пространства на 
обычное; обратное предложение очевидно, как мы это только что 
видели. 

Таким образом, если для риманова пространства имгет место одно 
из трех условий: 

1) оно удовлетворяет аксиоме свободной подвижности, 
2) оно удовлетворяет плоскости, 

‚ 9 оно допускает геодезическое отображение на обычное простран- 
ство, то необходимо имеют место и оба других. 

115. Предыдущие теоремы распространяются и на случай любого 
числа измерений п>3. Мы ограничимся тем, что дадим общее опреде- 
ление геодезических и вполне геодезических многообразий и докажем 
относящуюся к этим многообразиям теорему. 

Многообразие р измерений И» проходящее через точку А, называется 
геодезическим в А, если оно содержит все геодезические, проходящие 
через Д и касательные в этой точке к одной и той. же элементарной 

р-мерной площадке Ё,. Многообразие У, называется вполне геодезиче- 
ским, если оно является геодезическим "в каждой из своих точек, или, 
иначе, если любая геодезическая, проходящая через две точки этого 
многообразия, лежит в нем целиком. 

Предположим, что все поверхности (двумерные многообразия), гео- 
дезические в некоторой точке A, являются вполне геодезическими. 
Мы сейчас докажем, что и все многообразия У,(р>> 2), геодези- 
ческие в 2, будут тоже вполне геодезическими. Действительно, 
пусть М и N— две произвольные точки одного из этих многообразий. 
Геодезические АМ и АМ определяют в точке Д элементарную пло- 
щалку В,, содержащуюся в элементарной площадке Е„, определяющей 
многообразие V,. Существует поверхность 5, геодезическая B A, Kaca- 
тельная к ЁБ.. "Эта поверхность содержит точки М и №; будучи вполне 
геодезической, она содержит и всю геодезическую ММ№. Многообразие 
У содержащее поверхность $, содержит и геодезическую ММ. Следо- 
вательно, оно является вполне геодезическим. 

Обратно, предположим, что все многообразия И,(р>>2), геодезиче- 
ские в А, являются вполне геодезическими. Рассмотрим поверхность $5, 
геодезическую в Аи касательную в точке А к элементарной площадке E,. 
Эту элементарную площадку можно рассматривать как результат пере- 
сечения бескопечного множества р-мерных элементарных площадок Ё,; 
следовательно, поверхность 5 можно рассматривать как результат пере- 
сечения бесконечного множества многообразий V,, геодезических в А. 
Пусть теперь М и №М— две точки, лежащие на Ss. ‘OHH лежат в каждом 
из многообразий И,; следовательно, геодезическая МА лежит целиком 
В каждом из этих многообразий. Следовательчо, она лежит целиком на 
их пересечении, т. е. на поверхности $, которая является, таким образом, 
вполне геодезической поверхностью. / 

116. В случае п=2 второе из трех свойств, отмеченных в п° 114, 
не имеет смысла. Эквивалентность первого и третьего свойств
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по’режнему существует, но в этом случае доказательство значительно 
труднее, чем при п = 3. Впрочем, в пространствах Вейля, которые являются 
дальнейшим обобщением римановых пространств, эквивалентность пер- 
вого, второго и третьего свойств в случае п = 3 сохраняется, но при п =2 
эквивалентность первого и второго свойств не имеет места. 

Бельтрами первый доказал невозможность геодезического отображения 
произвольной поверхности на плоскость !). Единственными поверхностями, 

для которых такое отображение возможно, являются поверхности по- 
стоянной полной кривизны, налагающиеся на сферу (действительного или 
чисто мнимого радиуса). Только такие поверхности удовлетворяют аксиоме 
свободной подвижности. 

1) Beltrami, Risoluzione del problema: riportare i punti di una superficie sopra 
un piano in modo che le linee geodetiche veggano rappresentate su linee rette 
(Ann. di matem., 1-я серия, 7, 1865, стр. 185—204; Ореге тает. 1, МПап, 1902, 
стр. 262—280).
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НЕЕВКЛИДОВЫ ГЕОМЕТРИИ. СФЕРИЧЕСКОЕ, 
ЭЛЛИПТИЧЕСКОЕ И ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЕ ПРОСТРАНСТВА !) 

117. В этой главе мы изучим в общих чертах класс римановых про- 
странств, допускающих геодезическое отображение на оЗычное простран- 
ство; эти пространства называются пространствами йостоянной кривизны. 
Иначе их называют еще неевклидовыми пространствами; геометрию этих 
пространств называют неевклидовой геометрией. Мы начнем с простей- 
шего случая п =2. 

1. Сферическая геометрия двух измерений 

118. Рассмотрим (в обычном пространстве) сферу радиуса Ю. Любая 
точка сферы аналитически определяется своими координатами х, у, 2, 
отнесенными к прямоугольным осям, имеющим начало в центре сферы; 
эти величины связаны соотношением: 

| ха - уз 2 = 0, (1) 

при этом 
45? = ах? -|- ау? - а2%. (2) 

Роль прямых (геодезических) играют здесь большие круги сферы. Оче- 
видно, сфера допускает геодезическое отображение на плоскость: доста- 
точно спроектировать ее из центра на любую плоскость. Также очевидно, 
что аксиома свободной подвижности здесь выполняется, потому что с по- 

мощью вращения всегда можно любую точку сферы перевести в любую 
другую точку таким образом, чтобы наперед заданное направление 

в первой точке совместилось с любым направлением во второй. Все ак- 
сиомы равенства, которые принято помещать в начале обычной евклидо- 
вой планиметрии, сохраняют силу и в сферической геометрии. 

Основная разница между обычной планиметрией и сферической гео- 

метрией заключается в следующем: через две точки сферы может пройти 
более чем одна прямая (большой круг), и тогда их проходит бесчислен- 
en 

1) Литература по вопросам, связанным с неевклидовыми геометриями, весьма 
значительна. Интересующихся отсылаем к прекрасному мемуару Клейма (Р. К1ет), 
озагиавленному: Офег Ч1е зорегашие nicht-euklidische Geometrie (Math. Aun. 
т. 4, 1871, стр. 573—625). См. также Р. Вагфагт, Га Géométrie non-euclidienne, 
с комментариями Буля (А. Вий), из серии ЗсепЧа, Саи Шег-УШаг$, Рапз, 1928. 
| (См. также изложение этих идей в книге Ф. Клейна, «Элементарная математика 

‹ точки зрения высшей», т. П, Геометрия, ГТТИ, 1934, стр..217—335. (Прим. ред.)].



124 ГЛАВА VI 

ное множество. Это обстоятельство имеет место в том случае, когда 
рассматриваемые точки диаметрально противоположны друг другу. 

Существуют и иные существенные различия. Например, двумерное 
сферическое пространство конечно (площадь его 4пА?); прямые (большие 
круги) — замкнутые линии конечной длины 2пЮ. 

И все же эти различия являются поверхностными, а не существенными 
различиями, потому что мы видели (гл. ПГ), что некоторые локально- 
евклидовы пространства отличаются от обычного евклидова пространства 
еще более резкими качественными признаками. 

Локальную разницу между сферой и евклидовой плоскостью мы обна- 
ружим, рассмотрев сумму углов треугольника. На сфере эта сумма всегда 
больше п, причем разница (сферический избыток) равна частному от де- 
ления площади треугольника на квадрат радиуса сферы. 

Заметим еще, что каждая окружность имеет здесь каждая два центра и, 
следовательно, два радиуса: ги пА — г; что радиус кривизны окружности 

r т 
авняется Ю № —; наконец, что окружность радиуса -—- имеет нулевую р р, 9 улеву 

кривизну, т. е., иными словами, является прямою; при этом все радиусы 

нерпендикулярны к прямой. 

П. Эллиптическая геометрия двух измерений 

119. Осуществим посредством проекции из центра О некоторой сферы 
ее геодезическое отображение на плоскость (Р). Любой точке сферы со- 
ответствует одна единственная точка плоскости (на коНечном расстоянии 
или же бесконечности). Но любой точке плоскости соответствуют две 
точки сферы — именно диаметрально противоположные точки ее. Опре- 
делим элементарное расстояние (неевклидово) между двумя бесконечно 
близкими точками М и М№ плоскости как расстояние между соотвествую- 
щими точками сферы М’ и №’ (отсчитанное на сфере). Это расстояние 
не изменится, если вместо М’и № мы возьмем диаметрально противо- 
положные точки, Которые тоже соответствуют точкам М и № плоско- 
ctu (PJ. Двумерное риманово пространство, полученное таким образом, 
называется эллиптической плоскостью, а геометрия этого пространства — 
эллиптической геометрией. 

Нужно заметить, что эллиптическое пространство является замкнутым 
многообразием. Те точки, которые лежат в бесконечности, если пользо- 
ваться обычной евклидовой метрикой, будут с точки зрения эллиптиче- 
ской метрики обыкновенными точками, лежащими на конечном расстоянии 
(они образуют пряи'ю, соответствующую болышому кругу сферы, парал- 
лельному плоскости Р). С точки зрения топологии эллиптическая пло- 
скость тождественна (гомеоморфча) проективной плоскости. 

Топологическое различие между сферой и эллиптической плоскостью 
становится вполне очевидным, если заметить, что каждую точку сферы 
можно привести- в соответствие с одной и только одной полупрямой, 
исходящей из О, тогда как любой точке эллиптической плоскости соот- 
ветствует единственная проходящая через О прямая. Рассмотрим теперь 
плоскость (П), проходящую через О. Многообразие полупрямых, исходя- 
щих из О, разделяется этой плоскостью на две различные области; из
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одной такой области нельзя непрерывным движением перейти в другую, 

не Пересекая плоскость (ПП). Напротив, эта же плоскость не разделяет 
на две различные части многообразие всех прямых, проходящих через О. 
От одной прямой, проходящей через О, можно непрерывным движением 
перейти к любой другой, не пересекая при этом плоскости (П). Иными 
словами, прямая (большой круг) на сфере делит сферу на две различные 
области, тогда как прямая эллиптической плоскости на такие две области 
последнюю „не делит. В этом легко отдать себе отчет, если рассмотреть 
обыкновенную бесконечно удаленную прямую; действительно, от любой 
точки плоскости к любой другой можно перейти, не пересекая эту прямую. 

120. Хотя эллиптическая плоскость и сфера локально тождественны 
друг другу, тем не менее между обоими многообразиями в целом суще- 
ствует, как мы видели, достаточно 
резкая разница. Проследим за нею А 
дальше. . 

Через две любые точки эллиптической 
плоскости всегда проходит одна и только 
одна прямая; обратно, две любые пря- 
мые всегда пересекаются, и притом в M 
единственной TOUKe. /lepewe аксиомы 
евклидовой планиметрии выполняются, 
таким образом, и в случае эллипти- 
ческой плоскости. Можно поставить 
себе вопрос, начиная с какого момента 7. 
эллиптическая и евклидова геометрии рас- А 
ходятся, если теоремы последней распо- Фиг. 10, 
ложить в том порядке, в каком это 
принято обычно в школьных курсах. Критический момент наступит тогда. 
когда придется ввести евклидов постулат. Непосредственно перед тем, 
как вводить этот постулат, доказывается теорема, что через каждую 
точку, лежащую вне прямой, проходит по крайней мере одна прямая, 
параллельная первой. В эллиптической геометрии эта теорема не имеет 
места, потому что в этой геометрии любые две прямые пересекаются. 
Доказательство этой теоремы основывается на том, что из точки вне 
прямой можно опустить на последнюю только один перпендикуляр. 

Напомним доказательство этой теоремы. Пусть О — данная прямая, А — 
точка вне ее (фиг. 10). Соединим А с произвольной точкой М пря- 
MOK D и построим при точке /М по другую сторону прямой О угол ММА", 
равный углу ^№/МА; наконец, отложим МА’ = МА. Пусть М№М— некоторая 
точка прямой О, отличная от /М; мы видим, что треугольники АММи А'ММ 
равны, потому что имеют по равному углу, заключенному между соот- 
ветственно равными сторонами; следовательно, углы ММА и ММА’ тоже 
равны. Если теперь прямая АМ№ перпендикулярна к прямой 0, 10 
углы ММА и ММА’ будут смежными углами, и точки А, №, А’ будут 
лежать на одной прямой; обратное предложение тоже справедлиго. Сле- 
довательно, существует только один перпендикуляр, опущенпый из 4 на 
прямую Д: это — прямая АЛ’. 

Предыдущее заключение имеет ‘силу постольку, поскольку точки А 
и А’ различны. Но это последнее обстоятельство может и не иметь ме-
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ста в эллиптической плоскости, которую прямая линия не делит на 
дв2 различные области. Если А’ совмещается с А, то все прямые, про- 
ходящие через A, будут перпендикулярны прямой О. Это в действи- 
тельности имеет место тогда, когда на эллиптической плоскости берутся 
прямая и точка, которым на сфере соответствуют большой круг и его 
полюс. В эллиптической плоскости любую прямую можно считать окруж- 

nk 
ностью радиуса ->-, центр которой является полюсом прямой. Легко 

видеть, используя в качеств» вспомогательного средства сферу, что 

окружность радиуса ‚<= имеют длину 25Ю тр; когда г стремится 

кА 

B —— 2, 
Da ww, предельной прямой равняется только половине 

этой величины, именно пЮ. Точно так же 

площадь круга радиуса г равна4пАЯ sin? 5 она 

к эта длина стремится к 2кЮ, но длчна 

  
стремится к 2кА”, площади всей эллиптической 

плоскости, когда г стремится к =. 

121. Если в качестве плоскости (Р) взять 
плоскость, касательную к сфере в точке А, то, 
проектируя точки сферы из ее центра О (распо- 

Фиг. 11. ложенного на нормали к сфере в точке А), мы 
осуществим [на плоскости (Р), на которой за- 

дана обычная евклидова метрика] соприкасающуюся евклидову метрику 
к метрике сферы (пб 99) и, следовательно, к метрике эллиптической 
плоскости. Таким оЭразом, на плоскости возникает отображение эллип- 
тической плоскости, одновременно сохраняющее прямые и реализующее 
соприкасающуюся евклидову метрику в точке А (т. е. сохраняющее 
кривизну кривых, проходящих через А). Более того, окружность с 
центром в А отображается окружностью же с центром тоже в Д; радиус 
геодезической кривизны малого круга В’С’ сферы (фиг. 11) равен ра- 
диусу АВ=АС окружности ВС; следовательно, рассматриваемое ото- 
бражение сохраняет кривизну окружностей с центром в точке А. 
При этом ясно видно, как радиус кривизны этих окружностей возрастает 

a rT 
от 0 до- сю, когда их неевклидов ралиус возрастает от 0 до x 

122. Попробуем теперь определить непосредственно, с помощью #исто 
проективных понятий, расстояние (неевклидово) между двумя точками 

эллиптического пространства, кривизна которого равна р» 1). Для этого 

определим аналитически точку плоскости прямоугольными координа- 
тами х, у, 2 соотвзтствующей точки сферы (нормальние коовдинаты). 
На плоскости они являются в сущности проективными координатами, 
связанными соотношением: 

х -- уз - 22 — R2, 

1) Этим способом выражения мы напоминаем о той сфере, отображением кото-, 
рой является эллиптическая плоскость.
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Установив это, рассмотрим две точки плоскости Ми М’, имеющие 

соответственно координаты х, у, 2 их', У, г’. Обозначая через @ не- 
евклидово расстояние между этими точками, получим, очевидно: 

R* cos - = xx! + yy! + 22', 

Нужно найти геометрический смысл выражения, стоящего в правой части 
этого равенства. 

Изотропный конус, вершиной которого служит центр сферы, пересе- 
кается с плоскостью (P) по коническому сечению Г (называемому абсо- 
лютом), уравнение которого имеет вид: 

ху 2% —=0. 

Пусть №, и №, — две точки (комплексные сопряженные), в которых 
прямая ММ’ пересекается с абсолютом. Координаты текущей точки на 
прямой ММ' могут быть записаны так: 

х- Ах, УХУ, z2+2', 

причем ) злесь — переменный параметр. Точке М соответствует значение 
параметра @, точке М’ — бесконечность; пусть \ и », будут значения, 
соответствующие точкам М и №. Их можно определить из квадратного 
уравнения: 

D2 (2 + y'® + 2’) + 2). (xx! + yy’ + 22) 4-7? + y?+27=0, 

которое можно записать и так: 

A? + 2i cos we +1=0. 

Ангармоническое отношение (ММ'М, М,) равняется, как известно, ангап- 
моническому отношению четырех чисел: 0, OO, hy, Ag, T. €. попросту. 

d отношению 5 простой подсчет дает: 
2 

(се ловательно, расстоянис 4 может быть определено формулой Кэли 
ау!еу): 

R d=. In(MM'N,N,), (3) 

содержащей натуральный логарифм ангармонического отно'пения четырех 
1.“ ! ‘ = точек Al, М’, М, .М.. Определенная таким образом длина называется
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кэлиевым расстоянием между двумя точками, вычисленными относи- 
тельно абсолюта Г. 

Из этой формулы можно сейчас же получить важное следствие. Если 
через некоторую точку О (которую мы можем считать центром сферы) 
провести две произвольные прямые, то угол между этими прямыми будег 

1 
равен произведению 5; ча логарифм ангармонического отношения двух 

данных и двух изотропных прямых, проходящих через О и лежащих 
в плоскости первых. Эта теорема была установлена Лагерром (Г.агиегге); 
в обычной геометрии она дает нам проективное определение угла. 

Вернемся к эллиптической плоскости. Мы видим, что две гармонически 
сопряженные по отношению к абсолюту точки отстоят друг от друга на 

mR 
0’ 

— 1, значит, натуральный логарифм его равен т. Полюс некоторой 
прямой является, таким образом, ее полюсом (в обычном смысле) по отно- 
шению к абсолюту. 

Проективным же путем в эллиптической плоскости можно определить 
угол между двумя прямыми, выходящими из точки А. Этот угол, зави- 
сящий только от числовых значений коэфициентов линейного элемента 

эллиптической плоскости в точке АД, может быть определен как произ- 

расстояние Ангармоническое отношение (ММ’М,М№,) равно при этом 

1 
ведение 5; на логарифм ангармонического отношения двух данных пря- 

мых и двух изотропных прямых (нулевой длины), выходящих из А. Но 
прямая АА’ является изотропной в том случае, если две ее точки пере- 
сечения В, и В. с абсолютом Г совпадают (потому что при этом ангар- 
моническое отношение (АА’В,В) будет равно единице и кэлиево рас- 
стояние между точками Аи А’ будет нулем). Следовательно, угод между 

OoyMA прямыми, выходящими из А, равняется произведению г: на ло- 
2 

гарифм ангармонического отношения, образованного этими двумя пря- 
мыми с двумя касательными к абсолюту, проходящими через точку А. 

Если кривизна Ра эллиптической плоскости равна единице, то су- 

ществует полная двойственность между понятием расстояния и по- 
нятием угла; расстоянию между двумя точками соответствует в силу 
принципа двойственности угол между лвумя прямыми. 

123. Поставим себе задачей разыскать уравнение окружности. Пусть 
(а, 6, с) — нормальные координаты точки А, а х, у, 2— нормальные 
координаты точки М, находящейся на расстоянии Г от точки А, имеем: 

> 
ax + by + c#z—=R* cos; 

это и есть искомое уравнение. Его можно сделать однородным, возводя 
в квадрат и учитывая, что координаты, которыми мы пользуемся, 
являются нормальными коорлинатами; таким образом мы получаем: 

Ю? (ах + Бу- с2)* = с0о$* PR (x? УЗ 27) (a4 + 6% +c),
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Мы видим, что любая окружность представлена в эллиптической 
плоскости коническим сечением, имеющим общую с абсолютом двойную 
касательную; соприкабающаяся прямая имеет уравнение ах -- Бу - сг = 0; 

следовательно, она является полярой центра окружности как по отно- 
шению к абсолюту, так и по отношению к 
самой этой окружности. 

124. Найдем теперь аналитическое выра- 
кение линейного элемента эллиптической пло- 

скости. Спроектируем точки сферы из ее 

центра на плоскость (Р), касательную к сфере 
в точке 4, и определим аналитически точку М 
плоскости (Р) посредством прямоугольных ко- 
ординат Х, У, причем начало координат пусть . 
будет в точке А. Таким образом 

  

аз= Иах*+ ау? 
Фиг. 12. 

будет обычным расстоянием двух бесконечно 

близких точек М и № плоскости (P) (фиг: 12). Пусть, далее, = 

обозначает центральный угол МОМ. Наконец, через $ обозначим угол ОММ. 
Имеем: 

ММ __ ОМ 
“a sing’ 

откуда 

ON- MNsin 9=a-OM-ON=* (X?+ 2+ RY), 

Произведение ОМ. ММ№;тф разно удвоенной площади треугольни- 
Ka OMN; иными словами, оно является мерой бивектора, определенного 
векторами ОМ и ММ, причем компоненты этих векторов равны соот- 
ветственно: 

Х, —7Т, R, 

ах, аут, 0; 
следовательно, 

OM- MNsin 9 = (XdY — YdX)? + R? (dX2 + a3). 
  

Окончательно получаем: 

‚ (ах? -{- 4?) + (Хау — уах} 
—к (KEE VEER   

Положим 5,— K; torma предыдущая формула перепишется так: a-
 

_ dX24.dY¥2 + K(XdY — YdXy 
dst =——"Tr K(X? PE (4) 
  

Эта формула делает очевидным уже отмеченное нами обстоятельство, 
что евклидова метрика плоскости (Р) (43* = 4х - dY*) является сопри- 
касающейся в точке А по отношению к метрике эллиптической пло- 

9 Картан
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скости. Найденный нами линейный элемент определяется, таким образом, 
двумя свойствами: прямым соответствуют линейные` относительно Х, И 
уравнения, и евклидова плоскость с прямоугольными координатами (Х, У) 
соприкасается с эллиптической в начале координат. 

Полезно заметить, что найденный линейный элемент имеет смысл во 

всех точках эллиптической плоскости, за исключением точек, располо- 
эженных на поляре точки Х =У=0 (соответствующей бесконечно боль- 
шим значениям Хи 7). 

Ш. Гиперболическая геометрия двух измерений 

125. Формулы, выражающие геометрические свойства фигур эллипти- 

ческой плоскости, кривизна которой равна садержат некоторый по- R2? 

1 
ложительный параметр К = р. Если этому параметру дать отрицатель- 

ное значение К’=. то мы получим гиперболическую геометрию. 
1 

Re 
Ее можно определить и непосредственно, отправляясь от действитель- 
н2го конического сечения в проективной плоскости и называя расстоя- 
нием (кэлиевым или неевклидовым) между двумя точками плоскости М 

2 
и М’ произведение pe Ha логарифм ангармонического отношения двух 

данных точек и двух точек пересечения прямой, соединяющей наши 
точки с абсолютом. Если мы хотим, чтобы это расстояние было дей- 
ствительным для всех прямолинейных отрезков, исходящих из М, необ- 
ходимо (и достаточно), чтобы эта точка была расположена внутри 
абсолюта. Таким образом, гиперболическая плоскость представляет 
собою многообразие, образованное всеми точками, расположенными 
внутри абсолюта Г. Если точка М фиксирована, а точка М' стремится 
к некоторой произвольной точке абсолюта, то непосредственно видно, 

что расстояние (кэлиево) между этими точками неограниченно возрастает. 
Абсолют является, таким образом, геометрическим местом бесконечно 
удаленных точек. 

Как и в случае эллиптической плоскости, угол между двумя прямыми, 

пересекающимися в точке А, определяется как произведение эт на лога- 

рифм ангармонического отношения двух данных прямых и двух каса- 
тельных к абсолюту, проходящих через точку А. В частности, две пря- 
мые перпендикулярны (в смысле Кэли), если они сопряжены по отношению 
к абсолюту, т. е. если одна из них проходит через полюс второй (полюс, 
который, собственно говоря, не является точкой, действительно принал- 

лежащей гиперболической плоскости). 
Геодезическими линиями гиперболической плоскости будут, очевидно, 

прямые, потому что вычисление, с помощью которого мы найдем эти 
геодезические, ничем не отличается от соответствующего вычисления 
в случае эллиптической плоскости (единственное отличие состоит в Том, 
что параметр К здесь отрицателен). 

Постулат Евклида в гиперболической плоскости не выполняется; черзз 
точку А, расположенную вне прямой D, можно провести бесчисленное
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множество прямых, не пересекающих /); среди этих прямых две являются 
предельными, это две параллели Лобачевского, соединяющие точки A 
с точками В и С пересечения прямой О с абсолютом (фиг. 13). 

126. Выше мы видели, что перпендикуляры, восставленные в различ- 
ных точках прямой О, образуют с точки зрения геометрии всей про- 
ективной плоскости пучок прямых, вершиной которого служит полюс Н 
прямой О по отношению к абсолюту. Прямая D является ортогональной 
траекторией этого пучка (в неевклидовом смысле). Нетрудно получить 
и иные ортогональные траектории. Действительно, рассмотрим (фиг. 14) 
коническое сечение (С), дважды касающееся абсолюта в точках пересе- 

чения прямой О с (Г); пусть М — точка этого конического сечения; ка- 

(Г   

  
Фиг. 13. Фиг. 14. 

сательная в М проходит через полюс № прямой НМ относительно 
кривой (С); этот полюс лежит на прямой АВ и является одновременно 
полюсом НМ относительно Г. Касательная МЛ к кривой (С) является, 
таким образом (с неевклидовой точки зрения), нормалью к лучу НМ 
пучка. Следовательно, кривая (С) действительно является ортогональной 

траекторией прямых, перпендикулярных к АВ. 
С другой стороны, известно, что если в любом двумерном римановом 

пространстве отложить отрезки постоянной длины на всех геодезических, 
ортогонально секущих данную геодезическую, то полученное таким обра- 
зом геометрическое место будет нормально ко всем геодезическим 
отрезкам. 

Следовательно, коническое сечение (С) является геометрическим 
местом точек, которые получаются, если на всех перпендикулярах 
к прямой 0) мы отложим отрезки одинаковой длины; это геометри- 
ческое место называется линией равных расстояний, эквидистантой 

или же гиперциклом. 
Если вместо того чтобы взять в проективной плоскости пучок прямых, 

имеющий вершину вне абсолюта, мы возьмем пучок с вершиной А внутри 
последнего, то в качестве ортогональных траекторий такого пучка мы 
получим, очевидно, неевклидовы окружности с центром в А. Следова- 
тельно, неевклидовыми охружностями будут в гипеболической пло- 
скости конические сеченин, дважды касающалеся абсолюта, причем 

9*
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прямая, соединяющая точки касания, будет лежоть вне абсолюта, 
а полюсом этой прямой будет центр соответствующей окружности. 

Промежуточным будет случай пучка прямых, вершиной которого слу- 

жит точка Н абсолюта. Ортогональными траекториями будут здесь ко- 

нические сечения, имеющие в точке Н соприкосновение третьего порядка 

с абсолютом:; их называют орициклами. Следовательно, орициклами 

являются ортогональные траектории семейства параллелей Лоба- 

чевского. 
Если представить себе точку А и проходящую через нее прямую D, 

то среди конических сечений, дважды касающихся абсолюта и касаю- 
щихся, кроме того, прямой О в точке А, будут три различные кате- 

гории кривых: окружности, два орицикла и экви- 

дистанты. 
Чтобы исследовать кривизну этих кривых, 

осуществим отображение гиперболической гео- 
метрии на плоскость таким образом, чтобы урав- 
нение абсолюта в обычных прямоугольных ко- 
ординатах приняло вид: 

X? -+ у? — Ю* = 0; 

  

в начале координаг А евклидова метрика пло- 
скости является соприкасающейся по отноше- 
нию к кэлиевой (гипер5олической) метрике. Абсо- 

лютом служит круг равиуса А (фиг. 15). Если представить себе орицикл, 
проходящий через А и касающийся Г в точке В, то можно заметить, 
что радиусы кривизны (в обычном смысле) этого конического сечения 
в точках Ви А одинаковы; следовательно, раднус кривизны его в А 
равен Ю. Следовательно, радиус кривизны любого орицикла равен 

] 

RR 
Kocmu MeHbule, чем Ю, а любой эквидистанты — больще. 

Впрочем, мы знаем в силу лналогии с эллиптической геометрией, что 
обыкновенная кривизна окружности с центром в А равна ее неевклидовой 

  При этом мы видим, что радиус кривизны любой окруж- 

1 
кривизне; следовательно, она всегда больше, чем р. 

Тот же результат получим, исходя из формулы 

Г 

р = К tg R ’ 

дающей ралнус ‘Теодезической кривизны 6 окружности, лежащей на сфере 

и имеющей радиус г (считая но поверхности сферы). При переходе от 

эллиптической к гиперболической геометрии, формула принимает вид: 

Г ° 

она показывает, что р возрастает от О до Ю, когда г возрастает от 
О до -+ с®. Таким же образом найдем кривизну эквидистант, заметив,
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что на сфере радиус кривизны геометрического места точек, располо- 
- : Ю 

женных на расстоянии а от большого круга, равен “9 — @; следовательно, 

радиус геодезической кривизны будет равен: 

р=Ас 7 . 

В гиперболической геометрии радиус кривизны геометрического места 
точек, расположенных на расстоянии а от заданной прямой, будет вы- 
ражен таким образом: . 

p=Acth = ; 

он всегда больше, чем ЛА. 
127. Формула, выражающая площадь сферического треугольника: 

A+B+C—n=5=KS, 

сохраняет силу и в гиперболической геометрии; здесь сумма углов тре- 
$ 

угольника всегда меньше двух прямых, и разница п — (А+ В -- С) равна р. 

Таким образом площадь треугольника не может превзойти пА*. 
Предел этот достигается в случае треугольника, все три вершины ко- 

торого лежат на абсолюте; стороны такого треугольника попарно парал- 
лельны друг другу (в смысле Лобачевского). 

128. Вычисление линейного элемента гиперболической плоскости при- 

водит к результату, сходному с тем, который был получен в случае 
плоскости эллиптической. Если на плоскости взять проективные (одно- 
родные) координаты так, чтобы уравнение абсолюта приняло вид: 

F(x, y, z)=0, 

и если предположить (а это всегда возможно), что точки, лежащие внутри 
абсолюта, делают Р отрицательным, то мы получим: 

45 = Е(ах, ау, 42), 

причем х, у, 2 удовлетворяют условию: 

1 Е — — а — 

Обратим еще внимание на следующее выражение, о котором была уже 
речь (п? 124): 

4х? -- ау? | К(Хау — уах} 
[1 -+ K(X? + Y?)pP 
  ds* = (4)
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1У. Конформное представление сферической и гиперболической 
геометрий 

129. В предыдущем изложении мы пользовались геодезическим отобра- 
жением сферической, эллиптической и гиперболической геометрий, ото- 
бражением, при котором прямые переходят в прямые же. Другим столь 
же важным отображением является конформное, сохраняющее углы. 

В отношении сферической геометрии мы осуществляем такое отобра- 
жение посрелством стереографической проекции сферы на плоскость; при 

этом приходится иметь дело 
не с проективной плоскостью, 

а с плоскостью теории функ- 
ций, обладающей одной един- 
ственной бесконечно удален- 
ной точкой (той, которой на 
сфере соответствует полюс Н 
стереографической проек- 
ции). Всего выгоднее взять 
в качестве плоскости проек- 
ции касательную плоскость, 

Фиг. 16. к сфере с точкой касания А, 
диаметрально противополож- 

ной полюсу Н: действительно, таким образом мы получим евклидову 
плоскость, соприкасающуюся с. двумерным римановым пространством, 
которым является поверхность сферы. 

При этом отображении окружности переходят в окружности, прямые 
(большие круги) — тоже в окружности, но только обладающие следующим 
характеристическим свойством: степень точки А относительно этих 
окружностей постоянна и равна —4R*. Действительно, из фиг. 16 
получаем: 

  

  

их 
AM=2R tg MHA, 

AN 
AN = 2R tg NHA, 

откуда И 

АМ: АМ= —4К%. 

Можно сказать еще, что прямые отображаются окружностями, орто- 
гональными окружности (мнимой) с центром в А радиуса 2Ю:; эта окруж- 
ность называется абсолютом; ее уравнение в прямоугольных коордиватах 
имеет вид: 

X24 Уз 4—0. 

Она является пересечением плоскости (Р) и изотропного конуса с вер- 
шиной Н. 

Линейный элемент сферы в прямоугольных координатах Х, У ее сте- 
реографической проекции определить легко. Действительно, если Ми Р—
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две бесконечно близкие точки плоскости, соответствующие точкам М 
и Р’ сферы (фиг. 16), то 

  

  

МР _ НМ.НР 
М'Р’ 4R2 ? 

VdX24+-ay2 X2+¥2+4R? _ K ypys 
ds — 4R2 =1+ 4 (Х + Y*), (5) 

dst — ax? + ау? = 

p+ foes) | 
ясно, что евклидово многообразие с элементом 45% = 4.Х® -|- 4У? является 
соприкасающимся в точке А по отношению к сферическому. 

130. Чтобы в хонформной плоскости определить расстояние между 
двумя точками М и Р с помощью абсолюта, рассмотрим окружность, 
проходящую через эти точки и ортого- 
нальную к абсолюту. Пусть О и @.— 
точки (комплексные сопряженные), в ко- 
торых эта окружность пересекается с абсо- 
лютом. Четыре точки М, Р, ©., Оз, лежа- 
щие на одной и той же окружности, имеют 

на этой окружности некоторое определен- 

ное ангармоническое отношение. Чтобы 
его вычислить, заметим, что эти четыре 
точки являются проекциями четырех то- 
чек М, Р’, О, и О. большого круга 
сферы. Но абсолют является следом (на 
плоскости проекции) изотропного конуса Фиг. 17. 
с вершиною в Н; таким образом точки @, 
и О. являются двумя бесконечно удаленными циклическими точками Ли J’ 
большого круга М’Р’ сферы. Если взять теперь произвольную точку К’ 
на этом болыпшом круге (фиг. 17), то ангармоническое отношение четы- 
рех прямых К'’М’, К’Р’, К’/, К’ будет равно ей, где § обозначает 

ta 

  

угол М'А”Р’ или же е№, где через 4 обозначено расстояние между точ- 
ками М’и Р', отсчитанное на сфере. Таким образом, для расстояния 
(сферического) между двумя точками Ми Р плоскости мы получаем 

ормулу: 

d="; In(MPQ,Q,). (6) 
131. Чтобы получить конформное отображение гиперболической пло- 

скости, возьмем в плоскости (П) абсолют (Г). Существует бесконечное 
Число точек Н таких, что конус с вершиною в Н и направляющей (Г) 

будет конусом вращения (в обычном смысле слова). Выберем одну из 
этих точек и впишем в конус сферу (У) (фиг. 18); конус касается сфе- 
ры влоль окружности (Г”), которая делит сфзру на две части. Пусть 
теперь любой точке М (внутренней по отношению к абсолюту) плоско- 
сти (Ш) соответствует точка М’ пересечения прямой НМ с одной из этих 
частей, раз навсегла выбранной; мы получаем таким образом отображе- 
ние гиперболической плоскости на рассматриваемую часть сферы; окруж-
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ность (Г”), проекцией которой служит (Г), тоже будет называться 
абсолютогм. 

Докажем, что при этом отображении сохраняются углы, т. е. что угол 
(обычный) между двумя кривыми на сфере, исходящими из Л, равен 
углу (неевклидову) между соответствующими кривыми на плоскости (П). 
Обозначим касательные к рассматриваемым кривым через МТ, МТ, 
в плоскости (Ш) и через «МТ, МТ, —в плоскости, касательной в М 
к сфере. Неевклидов угол ГМТ, зависит от ангармонического отношения 
прямых МТ, МТ, и двух касательных, проведенных из Мк (Г); это 
ангармоническое отношение равно ангармоническому отношению прямых 
М'Т', МТ, и двух касательных, проведе н х из М’ к кривой, по ко- 

торой наш конус пересекается 

Al с плоскостью касательной в 

М' к сфере. В силу теоремы 
Дандлена (Рап4е!п) точка М' 

    

  

будет одним из фокусов по- 
и лученного конического сече- 

po TT nnn О ния; следовательно, две каса- 
1 

ЧИ ; тельные, выходящие из М’, 
hr ile, (Г ‘являются обыкновенными изо- 

И! 1 , 

/ ур! UA 

th (2) 
\M LT 

р 

Pal 

M Mar 
1 

(Г) 
0, 

Pur. 18. Фиг. 19. 

тропными прямыми, выходящими из М’ и лежащими в касательной пло- 
скости. Следовательно, обыкновенный угол ТМТ, будет равен углу 
(неевклидову) ТМТ,, что и требовалось доказать. 

132. В рассматриваемом конформном отображении всякой прямой ги- 
перболической плоскости соответствует сечение сферы плоскостью, про- 
ходящей через Н; эго сечение представляет собою окружность, ортого- 
нальную к абсолюту ([") в точках О: и ©,, которые являются проекциями 
точек (©), и О. пересечения прямой с абсолютом. Если на этой окружности 

взять точки М’и Р'’, соответствующие точкам М и Р№ рассматриваемой 
прямой гиперболической плоскости, то можно поставить задачу: вычислить 
расстояние (неевклидово) между этими точками с помощью ангармониче- 
ского отношения (МР, О.) двух данных точек М’, Р’и точек О, О, 
(фиг. 18). Имеем: 

=> In (MPQ,Q,) => In (H- M'PQ;Q3)
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остается сравнить между собою ангармонические отношения (М’'Р'0,©,) 
uv (H-M'P'Q,Q,). 

Чтобы это сделать, осуществим гомографическое преобразование, отно- 
сящее точкам ©’ и @, две циклические точки в бесконечности; точка Н 
становится тогда центром круга (фиг. 19), и мы получаем: 

(Н.М'Р!'О!О,) = е®, 

A™ 
причем через а обозначаем угол М’НР’. С другой стороны, обозначая 
через К’ произвольную точку окружности, получим: 

(М'Р'910,) =(К'. МР’: 0,) = ей, 
aN 

где В обозначает угол М’А’Р”. Отсюда получается: 

(Н.М'Р'9 19) =(М'Р'О10,), 
и, следовательно, 

а= ш(Н.МР'0!0!)=Юш(МРО!0:}; (6') 

по существу эта формула совпадает с формулой (6) сферической 
геометрии. 

133. Теперь нетрудно видеть, что окружностям (неевклидовым), ори- 
циклам и эквидистантам плоскости (Ш) соответствуют на сфере окружности 
(или дуги окружностей). Действительно, конус с вершиною РН, направляю- 
щей которого служит одна из этих кривых, дважды касается конуса 
вращения с вершиною в Н, описанного около сферы; значит, он дважды 
касается сферы; следовательно, кривая его пересечения со сферой распа- 
дактся на две плоские кривые, т. е. на две окружности. Если исходить 
от окружности плоскости (П), то мы получим на сфере две окружности, но 
только одна из них лежит целиком на интересующей нас части сферы. 
Напротив, если исходить от эквидистанты, то мы получим две окруж- 
ности, пересекающиеся на (Г”) и от которых нужно оставить только те 
дуги, которые лежат на используемой нами части сферы; эти дуги со- 
ответствуют двум ветвям эквидистанты, разделенным точками касания 

ее с абсолютом. ` 
134. Теперь мы можем перейти к конформному отображению гипер- 

болической плоскости на обычную, выполнив инверсию, полюсом кото- 

рой служиг одна из точек сферы. Если этот полюс лежит внутри не- 
использованной нами части окружности, то все точки гиперболической 
тлоскости отобразятся точками, внутренними по отношению к некоторой 
действительной окружности (Г”) (абсолют), причем прямые перейдут 

3 окружности, ортогональные к абсолюту. 
Более интересное отображение, которое было использовано А. Пуан- 

cape (H. Рошсагё) в его теории фуксовых функций, состоит в том, что 
инверсия выполняется относительно полюса, лежащего на абсолюте (Г. 
Этот абсолют пер-ходит тогда в прямую, а точкам типерболической 
лоскости соответствуют точки одной из полуплоскостей, ограниченных
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этой прямой (полуплоскость Пуанкаре). Обозначая буквой А эту пря- 
мую (абсолют), можем сказать, что прямые переходят в полуокружности, 
расположенные в полуплоскости Пуанкаре и центры которых лежат на А. 

  

  
  

    

Фиг. 22. 

  

Нетрудно установить, что 
неевклидовы окружности ото- 
бражаются окружностями же. 
Рассмотрим, в самом деле, 
пучок окружностей, орто- 

гональных прямой А и про- 
ходящих через точку А по- 
луплоскости Пуанкаре (и че- 
рез точку А’, симметричную 
с А относительно А). Ортого- 
нальными траекториями этого 
пучка будут неевклидовы 
окружности, центром кото- 
рых (неевклидовым) служит 
точка 4; известно, что они 
образуют пучок окружно- 
стей, предельными точками 

которого являются А и A’ 
(фиг. 20); точка А является 
полюсом (в обычном смысле 
этого слова) прямой А по 
отношению к любой из этих 
окружностей. 

Возьмем теперь пучок ок- 
ружностей (неевклиоовых па- 
раллелей), проходящих чё- 
рез некоторую точку А, 
лежащую на прямой А, и 
имеющих центры на А; орто- 
гональные их траектории 
образуют в свою очередь 
пучок окружностей, касаю- 

щихся прямой А в точке А 
(фиг. 21): они служат ото- 
бражением орициклов, нор- 
мальных к рассматриваемым 
параллельным прямым. 

Возьмем, наконец, пучок 
окружностей, центры кото- 
рых лежат на А, имеющий 
две предельных точки А и В, 
тоже лежащих на А (фиг. 22); 
их ортогональными траекто- 

риями будут окружности, проходящие через А и 3, являющиеся, таким 
образом, отображением эквидистант. Среди них имеется одна прямая 
(неевклидора), отображением которой служит полукруг с диаметром АВ;
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прямолинейные отрезки (неевклидовы) ММ, ММ, М.^,, перпендику- 
лярные прямой (неевклидовой) АВ, име- 
юг все одну и ту же длину. 

135. Если мы отнесем полуплоскость 
Пуанкаре к прямоугольной системе ко- 
ординат, взяв в качестве оси ОХ пря- 
мую А, то без труда найдем аналити- 
ческое выражение для линейного эле- 
мента гиперболической плоскости. Дей- 
ствительно, рассмотрим две соседние Фиг. 23. 
точки М, М и окружность, ортогональ- 
ную к А и проходящую через М и М№ (фиг. 23); пусть А и В — точки ее 
пересечения с прямою А. Положение точки АМ на окружности можно вы- 
разить рационально с помощью параметра 

1—4 0, 

  

  

где @ обозначает угол ВАМ. Значениями & соответствующими точкам 

М, М, А, В, 
будут: 

0, №(0-+240), <, 0, 

и мы получим: 
__ № 09+40) _ (МмАВ) = 8“ 1+ 410 249 

tg 0 
  

следо 'ательно, 
249 2a6 

ds =RIin (1 +9) =R ar 

Обозначим теперь через г обыкновенный радиус окружности АММВ, 
через С — ее центр; получим: 

а (20) _ га (29) _ Уаз + ат. 
    

  

sin 20 7г3зш20 Y ? 

следовательно, 
ах? -- 47? 1 АХ? + а7? % _ 2 — _ ПЫЛИ ds*—R yr FR уз . (7) 

136. Подведем итоги. В случае эллиптической геометрии мы нашли 
замечательный линейный элемент 

_ ах: + ау? + К(ХаУ— тах} . 
4 —=— ИКОЕИ (4) 
  

при этом координаты Х, У выбраны таким образом, что любая пря- 
мая задается уравнением первой степени. С помощью этих коорлинат 
можно задать все точки пространства, за исключением точек одной пря- 
мой, именно поляры точки (Х = У=0).
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Сферическая геометрия допускает линейный элемент 

ах? - ау? 
К ; [1+502+ 7) 
  ds* = (5) 

причем координаты Х, У выбираются так, чтобы с их помощью осуще- 
ствлялось конформное отображение на евклидову плоскость. С помощью 

этих координат можно задать все точки сфе- 
С C ры, за исключением одной, антипода точки 

(Х=У=0). 
Гиперболическая геометрия допускает три 

Yj замечательных линейных элемента. Два из 
них получаются из предыдущих формул, если 

jj 7 _ дать в них параметру А отрицательное зна- 
7 G чение; в обоих этих случаях все точки ги- 

  

G перболической плоскости аналитически зада- 
Y ются координатами Х, У, уловлетворяющими 

G в первом случае неравенству: 

1+К (№ + У?) > 0, 
а во втором — нерагенству: 

1+ (x74 7) > 0. 

XK
 

Фиг. 24. 

Кроме того, существует еще одна замечательная форма линэйного эле- 
мента (конформное отображение на полуплоскость Пуанкаре), именно: 

1 dxX?+d 
4$ = —k fee } (7) 

все точки аналитически задаются в координатах Х, У (при условии 
У > 0). Элемент площади (неевклидов) имеет вид: 

dX dY 
dg = R? уз : (8)   

нетрудно проверить, что треугольник, все три вершины которого лежат 
в бесконечности (на абсолюте), т. е. такой, какой изображен на фиг. 24, 
и который ограничен полуокружностью с центром в О радиуса (обыкно- 
венного) 4 и двумя полупрямыми АС и ВС, имеет площадь, равную пА®. 
Действительно, если ОА=ОВ==а, то дело сводится к вычислению 
интеграла 

J=R| 
e 

  (oS. 

распространенного на область, определенную неравенствами: 

—а<Х«<а, 

№ + > а;
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интегрирование дает: 
+4 

у 

J=R \ V a— X2 
—@ 

На чертеже непосредственно“ видно, что все три угла этого треуголь- 

ника равны нулю. 

    = TR, 

У. Группа движений неевклидовых геометрий 

137. Каждое из трех типов двумерных неевклидовых пространств (сфе- 
рическое, эллиптическое, гиперболическое пространства) удовлетворяет 
аксиоме свободной подвижности и допускает непрерывную группу изо- 
метрических преобразований (неевклидовых движений), зависящую от 
трех параметров; оно допускает также трехпараметрическую группу не- 
прямых изометрических преобразований (движений с отражениями). 

Оставим в стороне сферу, свойства которой достаточно известны, а так- 

же — эллиптическую плоскость и займемся гиперболическими движениями. 
Если мы выполним геодезическое отображение неевклидовой плоскости 

(плоскости Лобачевского) на проективную плоскость, то сейчас же уви- 
дим, 4TO любому гомографическому преобразованию, сохраняющему 
абсолют, соответствует изометрическое неевклидово преобразование. 
Впрочем, нет надобности специально останавливаться на том, что гомо- 
графическое преобразование сохраняет множество точек, лежащих внутри 
абсолюта, ибо это множество обладает проективно-инвариантным свой- 
ством: касательная, проведенная из любой его точки к абсолюту, является 
мнимой прямой. 

Известно, что можно выразить однородные координаты точек кони 
ческого сечения рациональными вещественными функциями некоторого 
вещественного переменного #;, любому гомографическому преобразованию, 
сохраняющему абсолют, соответствует гомографическое преобразование 
параметра #. Обратно, любое гомографическое преобразовани? абсолюта 
влечет за собою гомографическое преобразование всей плоскости; это 
вытекает из того, что любая точка плоскости вполне определяется точ- 
ками касания прямых, выходящих из этой точки, с абсолютом, а любая 

прямая — своими точками пересечения с абсолютом. Все это становится 
вполне очевидным, если сделать вычисления, причем выбрать такую 
систему проективных координат, чтобы точки абсолюта удовлетворяли 
УСЛо| Ию: 

Хх — 
t 

2 
t2 1 ) 

что всегда возможно. 
Еслн теперь выполнить над абсолютом гомографическое преобразование 

pf +. 
а ы + 6’ ’ 

TO AIA всей плоскости получится: 

ox’ = ax + Qaby + b*z, 

py’ == aa'x + (ab’ + ba’) y + bb'2, 
ez’ = a'*x + La'b'y 62. °
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Таким образом, для того чтобы классифицировать неевклидовы дви- 
жения, нам достаточно классифицировать вещественные гомографические 
преобразования с одной переменной. Для этой классификации прежде 

всего имеет значение знак величины а6' — ба’. Положительный знак соот- 

ветствует собственно движениям, отрицательный — движениям, сопровож- 
денным отражениями. 

138. Собственно движения могут быть расклассифицированы в зави- 
симости от характера двойных точек соответствующего гомографического 
преобразования. 

1. Двойные точки мнимы. При движении остается неподвижной ве- 
щественная прямая, соединяющая двойные точки (прямая, лежащая вне 
абсолюта), а также ее полюс A (внутри абсолюта). Полученное движе- 
ние, очевидно, является вращением вокруг неподвижной точки А. При 
непрерывном вращении вокруг точки А различные точки плоскости опя- 
сывают окружности (неевклидовы) с центром в А. 

2. Двойные точки действительны и различны. Если Аи В— эти 
двойные точки, то при движении остается неподвижной прямая АБ, 

причем каждая точка этой прямой смещается вдоль нее на отрезок по- 

стоянной длины (неевклидовой). Получается то, что можно назвать па- 
‚алл?льным перемещением (неевклидовым). При непрерывном параллель- 
ном перемещении вдоль оси AB точки, не лежащие на оси, описывают 

эквидистанты (постоянной кривизны, меньшей чем 5). 

3. Двойные точки совпадают. Если А — единственная двойная точка, 
то соответствующее движение оставляет ее неподвижной и, следовательно, 
преобразует друг в друга прямые пучка параллелей Лобачевского 
с вершиной А. При непрерывном движении вокруг А каждая точка 
плоскости описывает орицикл, отображением которого является кониче- 
ское сечение, соприкасающееся с абсолютом в точке А. 

Движения, сопровождаемые отраже-ием, могут иметь место только 
в том случае, когда гомографическое преобразование абсолюта имеет 
вещественные различные двойные точки. Уравнение, дающее двойные 
точки, имеет вид: 

a't? + (b'— a) t—b=0; 

дискриминант его дается выражением: 

(b' — a)* + 4ba' = (6' + a)* — 4 (ab' — ba')>0. 

„Если А и В — двойные точки гомографического преобразования абсо- 
люта, то соответствующее преобразование плоскости сведется к парал- 
лельному перемещению вдоль оси АВ и к отражению относительно 
этой оси. 

139. Перейдем теперь к конформному отображению гиперболической 
плоскости на плоскость комплексного переменного, причем для простоты 
р.ссмотрим отображение на полуплоскость Пуанкаре. В силу определе- 
ния, принятого для неевклидова расстояния между двумя точками, любое 
преобразование, переволящее круги в круги и сохраняющее абсолют,
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будет изометрическим преобразованием. Но в конформной плоскости 
существуют два класса точечных преобразований, переводящих круги 
в круги (так называемые Кге5уегмуапасВавеп Мёбиуса). Будем задавать 

точку плоскости ее аффиксом 2=Х +[У, отнесенным к двум взаимно 

перпендикулярным координатным осям (причем действительной осью будет 

абсолют 4). Первый класс преобразований (прямые преобразования) опре- 

деляется формулой: 

1 zB 
а'2 +В’? 

где а, В, а', В' — произвольные комплексные константы. Второй класс 
(непрямые преобразования) определяется формулой: 

= 920 + 8 
a’ 25) -+ В ) 

- 

где через 2, обозначено число Х — У, комплексно-сопряженное числу г. 
Преоэразования первого класса, сохраняющие вещественную ось А 

и каждую из полуплоскостей, ограниченных ею, получаются, если ве- 
личинам а, В, а’, В’ давать только вещественные значения а, 6, а’, Ob’: 

} b ! } 2 НЫ (ab'—ba'>0). (9) 

Соответствующие неевклидовы движения попрежнему классифицируются 
сообразно с природой двойных точек преобразования (9). — 

Если двойные точки мнимы (комплексно-сопряженны), то они являются 
аффиксами точки А, лежащей в полуплоскости Пуанкаре, и точки А’, 
симметричной с А относительно А. Движение представляет собою вра- 
щение (неевклидово) вокруг точки А. 

Если двойные точки вещественны, то они являются аффиксами двух 
точек А и В, лежащих на абсолюте. Соответствующим движением будет 
параллельное перемещение, осью которого является полуокружность (не- 
евклидова прямая), построенная на АВ как на диаметре. 

Если, наконец, двойные точки совпадают, то мы получаем единствен- 
ную точку А, лежащую на абсолюте; соответствующее преобразование 

переводит друг в друга прямые (неевклидовы), т. е. окружности, орто- 
гональные к А и проходящие через А. Если в частности точка А ухо- 
дит в бесконечность, то соответствующий пучок параллелей Лобачевского 
переходит в пучок обычных прямых, параллельных оси ОУ: орициклы, 
которые являются ортогональными траекториями этого пучка, будут даны 
обычными параллелями оси ОХ, а соответствующее неевклидово движе- 
ние — обычным параллельным перемещением вдоль ОХ. 

Перейдем к лвижениям, связанным с отражениями; аналитически они 
задаются формулой вида: 

‚—_ 92% 8. (10) 
— az +o? 

где a, 6, а', Ь' — вещественные числа, удовлетворяющие условию аб’— 

— ба' <0 (чтобы преобразование сохраняло обе полуплоскости). Такое
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преобразование оставляет неподвижными две вещественные точки абсо- 

люта, и мы вновь получаем рассмотренную выше интерпретацию: парал- 
лельное перемещение, сопровождающееся отражением относительно оси. 
движения. 

\У1. Трехмерные неевклидовы пространства 

140. Естественнее всего, как мы это сделали и в случае п=2, исхо- 
дить от сферического пространства, каждая точка которого определяется 
чегырьмя координатами х, у, 2, Ё, стязанными соотношением: 

V+yt+et f= R*, 

причем линейный элемент имеет вид: 

45 — ах? - 4у* -- 42 + аВ. 

1 
Про такое пространство говорят, что оно имеет кривизну, равную Re: 

Рассмотрим все это с общей проективной точки зрения. Пусть в трех- 
мерном проективном пространстве, отнесенном к проективным коорди- 
натам х, у, 2, Ь задана своим уравнением: 

` Л (х, у, 2, )=0 

/ 

некоторая поверхность второго порядка (абсолют). Будем умножать про- 
ективные координаты любой точки на некоторый множитель так, чтобы 
выполнялось равенство: 

Л (%, У, 2, 9=-, (11) 

где А — некоторая данная константа, и определим линейный элемент 
формулой: 

dst=f (dx, dy, dz, dt). (12) 
% 

Для ‘того чтобы определенное таким образом риманово пространство 
имело действительные Точки и чтобы его линейный элемент был опре- 
деленной положительной формой, необходимо прежде всего, чтобы по- 
лярная по отношению к абсолюту плоскость точки (х, у, 2, Ё) не 
пересекала абсолюта; действительно, четыре величины 4х, ау, цг, 4 

связаны одним единственным соотношением: 

frdx+f,dy4+f, de+fi dt=0, 

которое BbIpakKaeT, 4TO TOUKA (dx, dy, dz, dt) nexKUNT в плоскости, по- 
AAPHOH NO OTHOWEHHIO K TOUKe (xX, y, 2, В). Если бы полярная плоскость 
и абсолют пересекались, то диференциальная форма 45$’ не могла бы 
сохранять постоянный знак.
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Предыдущее условие исключает из рассмотрения линейчатые поверх- 
ности второго порядка, потому что любая плоскость пересекается с та- 
кой поверхностью по действительной кривой. 

Таким образом возможны только две гипотезы: 
1. Абсолют — мнимая поверхность (с вещественным уравнением). 

При этом необходимо, чтобы форма }{ была определенной положитель- 
ной; следовательно, и константа К непременно положительна. Мы полу- 
чаем эллитическое пространство положительной кривизны. 

2. Абсолют — действительная не линейчатая поверхность, например 
эллипсоид. Плоскостями, не пересекающими этой поверхности, будут 
плоскости, лежащие вне ее; следовательно, форма } будет положительна 
вне поверхности. Точки (х, у, 2; #) риманова пространства будут лежать 
внутри нее (так как их полярные плоскости должны лежать снаружи), 
поэтому К непременно будет отрицательно. Мы получаем, таким обра- 
зом, гиперболическое пространство отрицательной кривизны К. Форма f 
содержит при этом три положительных квадрата и один отрицательный. 

141. Можно непосредственно получить проективную интерпретацию 
элементарного расстояния между двумя точками М и М'. Координаты 
любой точки прямой ММ' имеют вид: 

x+hdx, ytidy, z+idze, t+)dt: 

значения А, соответствующие точкам пересечения нашей прямой с абсо- 
лютом, Р., Ру, даются уравнением: 

(Е ах,...,Ё+ к =Е-ь + №41 =0, 
откуда: 

1 1 
А =~ = —. 

' И—Ка’ Ms V—Kds 

Ангармоническое отношение (ММ'Р,Р.) равно ангармоническому 
отношению четырех значений A, соответствующих четырем рассматри- 
ваемым точкам: 

1 

мм 1+4 иИ=К. 
(I=) pL tds VR’ 

м 

  (ММ'Р.Р,) = (0, 1, №, №) = 

переходя к логарифмам и ограничиваясь их главными значениями, полу- 

чаем: 

1 
ds = ——_ In ММ'Р Р ). 

2V—K ( ra 

Путем интегрирования вдоль конечного прямолинейного отрезка мы 
получаем из этой формулы выражение неевклидова расстояния между 
двумя точками Ми М', расстояния, отсчитываемого вдоль прямой: 

1 ' 

10 Картан



146 ГЛАВА М 

откуда в свою очередь получается формула: 

tg? ty? 1 , 1 lp ТУ: + ify bathe + tf) =z cos (dR). (14) 

Скоро мы дадим прямое доказательство того, что прямая является 

геодезической. 

142. В предыдущем мы рассматривали проективные координаты точки, 

удовлетворяющие соотношению: f = к: Можно было бы стать на более 

общую точку зрения и рассматривать любую совокупность четырех 
координат (х, у, 2, Г), не равных одновременно нулю, называя эту со- 
вокупность аналитической точкой; две аналитически? точки, коорди- 
наты которых пропорциональны, но не равны, мы будем считать раз- 
личными, хотя они и занимают одно и то же положение в про- 
странстве. 

Назовем скалярным квадратом такой точки величину Г(х,у,2,й) 
более обще будем называть скалярным произведением двух аналити- 
ческих точек (x, y, 2, Й и (х’, у, #', Ё) выражение: 

И, ид 
(ку ви) 

} 

Если М и № — две любые аналитические точки, то скалярный квадрат 
точки ХМ | иМ, координаты которой получаются из координат данных 
точек М и М путем соответственного умножения на AH й и сложения, 
будет равен: 

MAM? + 2 dp М. М-+ pin, 

Две точки, скалярное произведение которых равно нулю, взаимно 
сопряжены по отношению к абсолюту; каждая из них лежит в полярной 
плоскости другой. 

Бесконечно малый вектор, определенный двумя бесконечно близкими 
точками М, М', аналитически определяется четырьмя величинами: ax, 
dy, dz, dt. Подчиним координаты рассматриваемых точек условию 

x, y, 8, ¢t —-1 (иными словами, положим M = . четыре числа: У К К 
dx, dy, dz, АЁ определяют аналитическую точку проективного простран- 
ства, лежащую в полярной плоскости точки М относительно абсолюта, 
скалярный квадрат которой} (ах, ау, 42, 4Ё) =: 45* равен квадрату длины 
вектора. Мы назовем ее точкой, соответствующей вектору. 

Обобщая это, мы можем сказать, что любому вектору эллиптического 
или гиперболического пространства, приложенному в точке М, соответ- 
ствует аналитическая точка, лежащая в полярной плоскости точки М 
относительно абсолюта, скалярный квадрат которой равен квадрату длины 
вектора. Точка эта лежит на прямой, выходящей из М в направлении век- 
тора. Нетрудно проверить, что скалярное произведение двух векторов, 
приложенных в М, равно скалярному произведению соответствующих 
им точек.
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143. Координаты, которые рассматривались нами до сих пор, были 
произвольными проективными координатами. Среди них существуют и та- 
кие, которые обобщают декартовы координаты евклидова пространства. 

1 
Отправимся от некоторой точки А (со скалярным квадратом je эллип- 

тического или гиперболического пространства и рассмотрим точки 
{ 

е,, е., е;, соответствующие трем единичным ортогональным векторам, 
приложенным в А. Лю5ую аналитическую точку М проективного про- 
странства можно будет представить так: 

М={А- xe, -- уе, + 2е., 

и мы получим в силу очевидных равенств: 

Ae;=0, ef=1, ee,=0 (15241 ]=1, 2, 3) 

следующее выражение для скалярного квадрата М: 

М = лав, 

Если точка М является точкой эллиптического или гиперболического 
  1 пространства, имеющей скалярный квадрат к: 

а Га_ т 
х ТУТ +кГЕК, 

то для линейного элемента пространства мы получим следующее выра- 
жение: 

ds = М3 — ах + дал +. 46. 

Полученные таким образом координаты, удовлетворяющие соотноше- 
НИЮ. 

1 1 
жк й=Жк, 

носят название координат Вейерштрасса. 
Если К стремится к нулю, то Ё стремится к единице, а 45%, как не- 

трудно видеть, стремится к 4х* -- 4у* - 42°. 
Координаты Вейерштрасса определены только с точностью до знака. 

Если в эллиптическом пространстве условиться считать различными 
точки, вейерштрассовы координаты которых отличаются только знаком, 

то мы получим сферическое пространство. В случае гиперболического 
пространства тоже можно считать различными точки (х, у, 2, Й и 

(—х,—у,—е,—й), но при этом оказывается невозможным непрерыв- 
ный переход от точки с положительной координатой Е к точке, у 
которой соответствующая координата отрицательна; этому препят- 
ствует соотношение 

f=1—K (2+ y?+2)>1.
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Условие, благодаря которому мы переходим от эллиптического про- 
странства к сферическому, приводит здесь к Несвязному пространству, 
т. е. к двум совершенно отдельным многообразиям. Мы исключаем такую 
возможность. Мы видим, что в гиперболическом пространстве коорди- 
нату Е можно считать всегда положительной. 

144. Переход от одной системы декартовых координат к другой 

осуществляется посредством линейного преобразования. Если первая 
система, закреплена, а вторая меняется, то мы можем взять любое линей- 

ное преобразование, имеющее инвариантом форму х®- у 2% р {7 

Инвариантом всех этих преобразований является также линейный элемент: 
< 

dx* + dy*+ da + dt 

следовательно, они определяют группу изометрических преобразований 
пространства. Это — группа с шестью параметрами, этой же степенью 
произвола характеризуется наиболее общая система вейерштрассовых 
координат, т. е. по существу наиболее общий тетраэдр, сопряженный 

относительно абсолюта. 
В эллиптическом пространстве мы получим то же самое изометрическое 

преобразование, если изменим все знаки на обратные; напротив, в про- 
странстве сферическом мы получаем, таким образом, два различных 
движения. В гиперболическом пространстве мы не можем менять знаки 
у коэфициентов, если условимся считать всегда Ё и Ё положительными. 

Нетрудно доказать, что определитель, составленный из коэфициентов 
преобразования, равен либо +1, либо —1. Собственно движениям 
соответствует определитель, равный --1; движениям, связанным с отра- 
жениями, — определитель, равный — 1. 

145. Нетрудно определить евклидову метрику, соприкасающуюся в дан- 
ной точке А с метрикой эллиптического или гиперболического простран- 
ства. Рассмотрим, в самом деле, систему вейерштрассовых координат 
х, у, 2, Е с началом в точке А. В достаточно малой окрестности 
точки А мы имеем: 

В —=1—К (5х8 + уз- 22), 
1 

1—5 А (8 у 2) + ... 

Выражая линейный элемент пространства в переменных х, у, г и 

пренебрегая в коэфициентах членами выше, чем первого порядка, мы 
получим просто 4х® -{ 4у* -- 42%, т. е. евклидов линейный элемент. Таким 
образом мы получаем отображение данного пространства на одно из 
евклидовых, соприкасающихся с ним в точке А, ставя в соответствие 
точке (х, у, 2, Ё) точку с прямоугольными координатами х, у, 2. Мы 
получим более удобное отображение, если введем неоднородные коор- 
динаты 

—~* yoy 1-2. X=5, Y=4, Z=4; 

с ТОЙ же степенью приближения, что и выше, мы получим: 

45% = 4? -- 47? + 474%.
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При отображении на это соприкасающееся евклидово пространство мы 
получим в качестве абсолюта сферу: -- 

a 

BV 4245 =0, 

Но прямая проективного пространства (в котором локализовано иссле- 
дуемое эллиптическое или гиперболическое пространство) переходит при 
отображении на “соприкасающееся евклидово пространство снова в прямую, 
евклидова кривизна которой в точке соприкосновения, очевидно, равна 
нулю, Отсюда следует, что любая прямая проективного пространства 
имеет нулевую кривизну (неевклидову) в любой из своих точек и, значит, 
является геодезической линией неевклидова пространства. Следовательно, 
плоскости проективного пространства являются вполне геодезическими 
поверхностями; аксиома плоскости выполняется таким образом и в эллип- 
тическом'и в гиперболическом пространстве. 

Можно отметить еще одно важное следствие. Если дана прямая, выхо- 
дящая из точки А, то параллельная (в смысле Леви-Чивита) к ней 
прямая, выходящая из бесконечно близкой точки А’, отобразится в сопри- 
касающемся евклидовом пространстве прямой, параллельной (в обычном 
смысле) первой. Следовательно, в проективном пространстве она пере- 
сечется с первой в некоторой точке плоскости Е=0, — полярной плв- 
скости точки А относительно абсолюта. Мы получаем таким образом 
весьма простое геометрическое построение этой прямой. 

146. Чтобы обобщить декартовы координаты, естест веннее всего взять 

в качестве отправного пункта некоторую точку А (co скалярным квадра- 

1 
TOM x) эллиптического или гиперболического пространства и три произ- 

вольных вектора, приложенных в А, которым соответствуют произвольные 

точки @, @,, е., лежащие в плоскости, полярной к А относительно 

абсолюта. Если положим 

“ M=tA-+ xe, + ye, + 2@,, 
TO получим: 

1 . 
М = К В+ их + 6 У + 83327 4 26,92 + 28 2х + 28 аху, 

где коэфициенты 2;, равны скалярным произведениям е;е,. 
Как и в евклидовом прострачстве, эти декартовы координаты приме- 

няются в теории криволинейных координат. Если взять в п-мерном 
неевклидовом пространстве произвольную систему координат и!,..., и”, 
то с каждой точкой М пространства можно буцет связать местную 

декартову систему координат, определенную своим началом М (со ска- 

1 aM 
лярным квадратом к) И точками, соответствующими векторам е; = ant’ 

и 

Геометрические функции М, е; переменных и1,..., и" связаны соотно- 
шениями: 

1 М =, M-e,=0, Ce; =i;
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причем 

45% = > 74 ‚ии. 

t,J 

Обратно, задание линейного элемента 45% эллиптического или гипер- 
болического пространства позволяет, как и в случае евклидова про- 
странства, построить все пространство целиком. Действительно, мы имеем 
соотношения вида: 

ам= У аше, (15) 

de,= oM+ > ole, (16) 

k 

Пфаффовы выражения 

of = Side", of = УГ aur 
г 

определяются © помощью соотношений: 

1 
ММ —— M-e,=0, ее, — 8, 

К ) 

которые, будучи продиференцированы, дают: „ 

` и; =—КУ вии или Ги = — Кац, (17) 
k 

dg,,= > (,0F + 8.0%) =0,, +O; (18) 
k 

Наконец, условие интегрируемости уравнения (15) дает: 

грм-+ У Ге, =Г8м-+ У Гле, 
k k 

откуда 
 — ГЕ 

Мы видим, что величины Г и формы в; определяются здесь точно 
так же, как и в общей теории римановых пространств. Отсюда, в част- 
ности, выводятся следующие формулы для элементарного абсолютного 
смещения векторов е;: 

De;= >) ole, = de; + К У вии. М. (20) 
k k 

147. Найдем теперь условия, которым должны удовлетворять коэфи- 
циенты 4,, для того, чтобы данный линейный элемент был локально-
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эллиптическим или гиперболическим кривизны К. Системы (15) и (16) 
должны при этом быть вполнё интегрируемыми. Выражая, как и в п?43, 
условия интегрируемости системы (16), мы получим следующие формулы, 
которые являются обобщением формул (28) n° 43: 

Ow ou" + (Г irl he — Г, ri) =K (€,,2 iy — OS iss (21) 
h 

где е„; равен единице, если а==В, и нулю, если а 52 В. 
Их можно записать в более сжатой форме, обобщающей уравнения (30) 

n°45, именно: 

(0) — Хо =— КУ д [ими (22) 
h в 

УП. Локально-сферические и локально-гиперболические 
нормальные римановы пространства 

148. Если линейный элемент риманова пространства удовлетворяет 

найденным условиям для некоторого определенного числового значения 
константы А, то любую достаточно малую часть этого пространства 
можно наложить (развернуть) на неевклидово (эллиптическое или гипер- 
болическое) пространство кривизны А. Если метрика пространства всюду 
регулярна и нормальна, то можно повторить рассуждения, которые были 
применены нами в случае евклидова пространства (гл. Ш). Эти рассуж- 
дения опирались только на следующие свойства евклидова пространства: 
во-первых, на свойство его допускать группу повсюду правильных 
изометрических преобразований; во-вторых —на односвязность его, 
которая выражается в том, что любой замкнутый контур в этом про- 
странстве может быть путем непрерывной деформации стянут в точку. 

Первым свойством обладают и сферическое, и эллиптическое, и гипер- 
болическое пространства. Вторым, — очевидно, обладает гиперболическое 
пространство. Мы увидим сейчас, что и сферическое пространство обла- 
дает этим свойством. 

Действительно, пусть каждая точка сферического пространства анали- 
тически определяется четырьмя числами х, у, 2, Ь связанными соотно- 
шением: 

xP 1 yt+ 21+ В = RI, 

Осуществим стереографическое отображение этого пространства, полагая: 

    

  

возводя в квадрат, складывая и учитывая соотношение, связывающее 
х, у, 2, Г, получаем: 

Е 91+ 21,
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еткуда в свою очервдь получается: 

  

  

  

р 2—1 
А УЗ 22-1? - 

р 2х | 
Кар!’ (23) 

у 
У=К аут, о 
z—=R 22 . 

X24 Y24 72-1" 

Будем рассматривать Х, У, Г как прямоугольные координаты точки 
обыкновенного пространства; любой точке сферического пространства, 
за исключением одной, именно (х =у=г =0, г=^Ю) соответствует одна 
и только одна точка евклидова пространства; обратно, любой точке 
евклидова пространства соответствует одна единственная точка простран- 
ства сферического. 

Установив это, рассмотрим произвольный замкнутый контур, лежащий 

в сферическом пространстве; можно предположить, что он не проходит 
через точку 

  

(х=у=г=0, t= Rk). 

В евклидовом пространстве ему соответствует замкнутый контур, который 
непрерывной деформацией может быть стянут в точку; следовательно, 
первоначальный контур, данный в сферическом пространстве, тоже может 

быть стянут в точку путем непрерывной деформации. 
Итак, сферическое пространство односвязно; того же нельзя сказать, 

как мы сейчас увидим, про эллиптическое пространство. 

149. Таким образом теория локально-евклидовых нормальных ‚,про- 
странств автоматически распространяется на локально сферические и 
локально гиперболические пространства. Налагая данное риманово про- 
странство на пространство сферическое или гиперболическое, мы покрываем 
послгднее целиком один и только один раз. Если, кроме того, данное 
пространство еше и односвязно, то оно тождественно со сферическим 
или же — соответственно — с гиперболическим пространством. В противнбм 
случае ему будет соответствовать в одном из этих двух пространств 
фундаментальный полиэдр, определенный посредством группы голономии, 
порожденной изометрическими преобразованиями пространства и удовлет- 
воряющей следующим двум условиям: 

1°. Группа прерывна. 
2°. Ни одно из преобразований этой группы (за исключением тож- 

дественного) не имеет неподвижных точек. 
Оставим в стороне локально-гиперболические пространства. При п —=® 

определение ориентируемых пространств такого рода сводится к разыска- 

нию фуксовых групп, ни одно из преобразований которых не имеет 
неподвижных точек внутри полуплоскости Пуанкаре, т. е. таких фуксовых 
групп, которые состоят исключительно из параболических !) или же 

1) В своей книге, озаглавленной «Ей! Вгипо т @е Огоп@авеп der Geometrie» 
(РадегЬогп 1893), М. КИЁтя. ошибочно формулирует теорему о том, что подста- 
новки этой группы должны быть исключительно гиперболическими.
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гипорболических преобразований. Здесь возможен, впрочем, и такой 
случай, когда фундаментальный многоугольник имеет бесконечное число 
сторон. 

150. Изучение локально-сферических пространств приводит к интерес- 
ным теоремам. Любая точка (п — 1)-мерного сферического пространства 
кривизны 1 (случай, к которому сводятся все остальные) определяется п 
числами, связанчыми соотношением: ~ 

жи... + м =1. 

Группой движений (связанных или не связанных с отражениями) будет 

здесь группа линейных ортогональных преобразований с п переменными. 
Пусть 

xi = Хан (Gi=1,.~, 2) (24) 

будет одно из этих преобразований. Равенство 

4 , 
ЖИ. =... 2 

приводит к следующим соотношениям между коэфициентами: 

_ У 4 =1 (i=1,..., 2), 
.^ k 

SiG =9 CK Ki, J=1,..., 0). 
k 

(25) 

Эти соотношения позволяют разэешить уравнения преобразования 
относительно х, Что дает: 

=> 
, x, Saxe (i=1,..., 2). (26) 

A 

Сейчас мы получим замечательную каноническую форму для уравнений 
ортогонального преобразования (24). Посмотрим сначала, не существует 
ли системы неравных одновременно нулю значений (х.,..., х„) таких, 
чтобы соответствующие значения (х.,..., Х„) получались из них путем 
умножения на один и тот же множитель А. Соотношения 

xe == > urs 
k 

приводят к уравнению п-Й степени относительно ). (характеристическое 
уравнение): 

    

41 —^ Ae roe Ty 

21 а —* а, 
ee eee e = 0. mh 

ny ana Lan —A 

}
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Система неравных одновременно нулю значений х; определяет в п-мер- 
ном евклидовом пространстве вектор, приложенный в начале координат. 
Ортогональное преобразование (24) ставит в соответствие с этим векто- 
ром некоторый другой вектор, имеющий, впрочем, ту же длину. Говоря 

более обще, оно сохраняет скалярное произведение любых двух векторов. 
Предположим, что характеристическое уравнение имеет мнимый корень ). 

Тогда найдется вектор е (непременно мнимый), которому будет соответ- 
ствовать вектор \е: 

е’—е. 

Заменяя в этом равенстве все величины комплексно-сопряженными 
{которые мы обозначим с помощью нижнего индекса 0), получим: 

ео = ye; 
отсюда следует: 

ее, = ^^ ее,, 

откуда наконец: 
АА =={|. 

Итак, корень \ имеет вид е*. Кроме того, 

е* = }’e?, 

откуда, поскольку А? не мох.зт равняться единице, находим: 

e?=— 0. 
Положим: 

причем е, ие, — вещественные векторы. Имеем: 

2 — a2 — 

Таким образом векторы €,, @, взаимно перпендикулярны и имеют оди- 
наковую длину. Но вектор @е определен только с точностью до мно- 
жителя, значит, можно считать е, и е, единичными векторами и взять 
их в евклидовом пространстве в качестве двух первых координатных 
векторов. 

Заменим в формулах (24) х; и х; координатами (1, & 0, 0,..., 0) 
u (e, ie, 0, 0, ..., 0) BexTopos е ие"; мы получим: 

a,,=cosa, a@,—=—sinag, a,—0, ...,a,,=9, 

Q4,=sinad, a,,=cosa, а =0, ..., а =0. 

Первые из соотношений (25), приложенные к коэфициентам преобра- 
зования (26), обратного по отношению к (24), дают нам AA i= 1,2: 

аз=0 ..., а, =0, 

аз = 0, 0?) ay, =O.
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Ортогональное преобразование принимает в конце концов следующий 
ВИД: 

х' = %*,cosa+x,sina, ‹ ) 

Xx =— x, sina + x, cos a, 

х =авх Наци... + an Xns (27) 

é e 

Xn = 3X3 + Ona +... + Dann) 

оно состоит из двух производимых последовательно ортогональных пре- 
образований, из которых одно, с определителем, равным -1, относится 
только к первым двум переменным х, и х., а второе —к остальным 
переменным х., ..., х,. 

Если характеристическое уравнение, определяющее ), имеет р пар 
мнимых корней, то можно выделить р ортогональных преобразований 

с определителем, равным единицё преобразующих р различных пар 
координат (х1, Х,; Хз, Хр. . Хр» Хр) и одно ортогональное преобра- 
зование, относящееся к остальным п —2р координатам. 

Характеристическое уравнение этого. последнего преобразования имеет 
только вещественные корни, причем легко доказать, что они равны 
либо +1, либо —1. 

Как и выше, можно доказать, что это ортогональное преобразование 
относительно переменных х2р,..., Х„, можно разложить на п — 2р по- 
следовательных преобразований, каждое из которых трансформирует 
только одну координату: 

Ха =\№Х. (a=2p+1, ..., m5 ==. 

Таким образом каноническая форма, к которой может быть приведено 
исходное ортогональное преобразование, имеет следующий вид: 

X2-1= = X01 COSA, + x4, Sina, 
Хз: = —Xq,_, sina, + x,,; COS 4, \ (28) 

X24) = — Xop4js | 

Харин == раны 
где индекс принимает значения от 1 до р, индекс ]/— от 1 до 4, 
индекс & — от 1 до п—2рр— а. Одно из целых чисел р, 9, п 2р—4 
(или даже два из них) может равняться нулю. 

Собственно лвижения (п— 1)-мерного сферического пространства со- 
ответствуют ортогональным преобразованиям с определителем, равным 

+1, т. е. таким, у которых имеется четное число корней д =— 1; 
движения, связанные с отражениями, соответствуют нечетному числу 

таких корней. 

151. Группа голономии нормального локально-сферического простран- 
ства содержит только такие преобразования, по отношению к которым 
ни одна точка не является неподвижной. Это равносильно тому, что \=1 
не может: быть корнем характеристического уравкения. Действительно,
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все точки, которые получаются в результате приравнивания нулю коор- 
динат, соответствующих корням, отличным от единицы, были бы при 
этом неподвижными точками. Обратное предложение тоже справедливо. 
Мы получим таким образом всегда п=2р-+ (4. 

Предположим сначала, что пространство имеет четное число 
измерений, т. е. что п нечетно. Раз корень \=1 отсутствует, значит, 
корень \) = — 1 встретится четное число раз; следовательно, все отлич- 
ные от тождественного преобразования группы голономии будут дви- 
жениями, связанными с отражением. Если $— одно из этих преобра- 
зований, то преобразование 5*, являющееся собственно движением, должно 
свестись: к тождественному преобразованию; это значит, что квадраты 
е** комплексных корней должны быть все равны единице, что невоз- 
можно. Следовательно, все корни характеристического уравнения равны — 1, 
и единственным преобразованием группы голономии, отличным от тож- 
дественного, будет: 

х; =— Хх; (i=1,..., п). 

Если, следовательно, рассматриваемое пространство не является про- 
странством еферическим, то оно. может быть получено из последнего 
путем отождествления его диаметрально противоположных точек. Таким 
образом получается эллиптическое пространство, причем видно, что 
оно не ориентируемо. Мы получаем следующую теорему, первая часть 
которой принадлежит Киллингу: 

Любое нормальное локально-сферическое пространство четного чи- 
сла измерений либо тождественно сферическому пространству, либоЬ— 
эллиптическому. Первое — ориентируемо, второе — нет. 
`В частности, эллиптическая плоскость (или топологически эквивалент- 

ная ей проективная плоскость) не ориентируема (односторонняя по- 
верхность). 

Предположим теперь, что пространство имеет нечетное число изм:- 
рений, т. е. что п четно. Каноническая форма ортогонального преобра- 
зования показывает, что в случае, когда \=1 не является корнем, ко- 
рень = —1 будет четной кратности; следовательно, определитель 
подстановки будет равен единице. Отсюда следующая теорема: 

Всякое нормальное локйльно-сферическое про`транство нечетного 
нисла измерений ориентируемо. 

В частности эллиптическое пространство нечетного числа измерений 

ориентируемо: оно соответствует группе голономии, состоящей из пре- 
образования х; =—х; и из тождественного преобразования. 

УШ. Трехмерные римановы пространства, удовлетворяющие 
аксиоме плоскости 

152. Мы покажем теперь, что единственными трехмерными римано- 
выми пространствами, удовлетворяющими аксиоме плоскости, являются 
локально-евклидовы, локально-эллиптические и локально-гиперболические 
пространства. 

Мы видели (п° 114), что любая достаточно малая область каждого 
из этих пространств допускает геодезическое отображение на обычное
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пространство. Осуществим это отображение. Изотропные направления, 
исходящие из /М, образуют конус (мнимый) второго порядка с верши- 
ною в М, который мы обозначим (Гу). Рассмотрим две произвольные 
точки А, В (принадлежащие той области обыкновенного пространства, 
на которую делается отображение), а также и прямую, их соединяющую. 
Мы видели (п” 103), что две произвольные плоскости, содержащие АВ, 
пересекаются в точках А и В под одним и тем же углом (определенным 
с помощью метрики риманова пространства, т. е. посредством изотроп- 
ных конусов с вершинами в А и В). Инволюция, определенная любой 
парой взаимно перпендикулярных плоскостей, прохояящих через АВ, бу- 
дет одна и та же как в 4, так ив В; то же можно сказать и про 
двойные плоскости этой инволюции. Следовательно, касательные плоско- 

сти конуса (Г.), проходящие через АВ, будут касаться также и конуса 
(Г»). Иными словами, два любых изотропных конуса имеют две общие 
касательные плоскости. 

Мы можем продолжать наши рассуждения либо следуя геометрическому 
пути, либо — чисто аналитическому. Изберем геометрический путь. 

Пусть А, В, С— три произвольные точки некоторой прямой. Рассмот- 
рим плоскости Р., Ра, являющиеся общими касательными конусов (Гр) 
и (Ге); плоскости Р, и Рь— общие касательные конусов (Го) и (Г)); 
плоскости Р„, Р‚ — общие касательные конусов (Гл) и (Гь); рассмотрим, 

наконец, плоскость Па, касательную к конусу (Г,) и отличную от Г 
Рь, Р., Рс, и две аналогичные плоскости Ив и Пе. 

Девять плоскостей, которые мы только что определили, служат каса- 
тельными к одной и той же поверхности второго порядка ((). Мы до- 
кажем сейчас, что изотропный конус с вершиною А описан около 
этой поверхности. Действительно, конус с вершиною А, описанный околс 
<0), и конус (Г.) имеют пять общих касательных плоскостей, именно 
P,, Pr, Po, Ре, Ца; следовательно, они совмещаются. Точно так же до-. 
казывается, что и изотропные конусы с верщинами в Ви С описаны 
около поверхности (Q). 

Пусть теперь М— произвольная точка. Конус с вершиною в М, опи- 
санный около (©), и конус (Гу) имеют шесть общих касательных плос- 
костей, именно — общие касательные плоскости конусов (Гу) и (Га), 
общие касательные плоскости конусов (Гу) и (Г») и общие касательные 
плоскости конусов (Г) и (Гс). Следовательно, конус (Гу) описан около 
поверхности (()). 

Отсюда следует, что все изотропные конусы описаны около поверхно- 
сти (©). Эта поверхность может выродиться в кривую второго порядка 
(непременно мнимую); нетрудно доказать, что она не может выродиться 
В систему двух точек. Если она не вырождается, то она может быть 
как мнимой, так и действительной нелинейчатой поверхностью, потому 
что, если бы она была действительной линейчатой, то в любой точке 
М существовали бы действительные изотропные направления. Впрочем, 

если она действительная и нелинейчатая, то точки М обычного простран- 
ства, отображающие точки риманова пространства, непременно будут 
расположены внутри этой поверхности. 

В трех возможных здесь, случаях можно определить соответственно 
эвклидову, эллиптическую или гиперболическую метрику (и даже беско-
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нечное число таких метрик), для которой поверхность (©) играет роль 
абсолюта. Евклидова метрика соответствует случаю, когда поверхность 
(©) сводится к коническому сечению, которое посредством гомографии 
всегда может быть преобразовано в омбиликаль. Во всех случаях метрика 
(евклидова или нет) зависит от единицы длины, которая может быть 
выбрана произвольно. В метриках, определенных посредством абсолюта ((@)), 
угол между двумя направлениями в одной и той же точке М будет 
равен соответствующему углу в метрике исходного риманова про- 
странства, потому что конус изотропных направлений в обоих слу- 
чаях один и тот же. 

Итак, искомые римановы пространства обладают свойством допу- 
скать отображение, одновременно геодезическое и конформное, на одно 
из трех пространств: либ› на евклидово, либо на эллиптическое, 
либо на гиперболическое. 

153. Теперь нетрудно усмотреть, что если два римановых простран- 
ства могут быть отображены одыо на другое посредством преобра- 
зования, одновременно геодезического и конформного, то линейные 
элементы этих пространств отличаются только постоянным мно- 
жителем. Параллельное перенесение вектора Х из точки М в бесконечно 

близкую точку М дает в обоих пространствах векторы Х’и Х’ одного 
и того же направления; действительно, для того чтобы осуществить это 
перенесение, мы можем согласно теореме Севери провести геодезическую 
ММ', построить поверхность, геодезическую в М и касательную в этой 
точке к ММ' и Х, и, наконец, построить вектор, касательный в точке М' 
к этой геодезической поверхности и образующий с продолжением ММ! 
угол, равный углу между хи ММ' в точке М. В обоих пространствах 
‘это построение приводит к одному и тому же конечному результату. 

Мы покажем теперь, что векторы Х’и Х’ не только имеют одно и то 
же направление, но что они в точности равны друг другу. 

Действительно, обозначим через (и’) и (и! 4и’) координаты точек М 
и М’, а через Х'— координаты вектора х. Координаты векторов х’и 
x’ будут соответственно 

х'— У ХЧь da 

k, h 

xi — > XT, du, 
k, h 

от: 
если через Г» и Г» обозначить символы Христоффеля обоих про- 
странств. 

Для векторов Х’и Х’мы получим одни и те же компоненты с точно- 

стью до множителя 1-®, бесконечно близкого к единице, не завися- 
щего от вектора х. Таким образом мы получаем: 

> ** Cis — Tin) da = 0X", 
} hb
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Отсюда сейчас же вытекает равенство коэфициентов Г ши Гь в слу- 
чае, если верхний индекс { отличается хотя бы от одного из нижних 
индексов А ий. В случае равных индексов мы получим: 

в = (Ги — Ги) ди 

но это возможно только в том случае, если ®=0 и I=. 
Но если символы Христоффеля в обоих пространствах одни и те же, 

то это и значит, что закон параллельного перенесения один и тот 
же в обоцх пространствах. 

154. Поскольку отображение одного из пространств на другое является 
конформным, мы имеем 451 = А?458, где Е — некоторый конечный множи- 
тель (функция и1, ..., и"). Отправимся от некоторой определенной точки 
А; вектор Х с началом в А измеряется в обоих пространствах числами, 
отношение которых равно численному значению А,‚, которое принимает 
функция А в точке А. Перенесем параллельно этот вектор из точки А 
в точку М по некоторой определенной, но произвольной кривой; он пе- 
рейдет в вектор Хх’, который в каждом из двух пространств имеет ту 
же длину, что и вектор Х; следовательно, отношение чисел, измеряю- 
щих этот вектор в обоих пространствах, попрежнему равно Ry. Мы по- 
лучаем таким образом А = А, =‹с01п$4, что и требовалось доказать. 

Линейный элемент любого риманова пространства, удовлетворяющего, 
аксиоме плоскости, отличается, таким образом, только постоянным мно- 
жителем от евклидова или неевклидова (эллиптического или гиперболиче- 
ского) линейного элемента; следовательно, и сам он является евклидовым 
или неевклидовым линейным элементом, и мы приходим к следующей 

теореме: 
Всякое риманово пространство, удовлетворяющее аксиоме плоско- 

сти, является либо локально-евклидовым пространством, либо ло- 
кально-эллиптическим (постоянной положительной кривизны), либо 
локально-гиперболическим (постоянной отрицательной кривизны). 

В качестве следствия мы получаем теорему, доказанную непосредственно 
в п° 111, в силу которой аксиома плоскости влечет за собою аксиому сво- 
бодной подвижности. 

Предыдущее доказательство, проведенное для случая п=3, не может 
быть распространено на двумерные римановы пространства, допускающие 
геодезическое отображение на плоскость. Тем не менее эти пространства 
являются либо локально-евклидовыми, либо локально-эллиптическими, 
либо локально-гиперболическими; доказательство может быть проведено 
только путем вычисления.



ГЛАВА УП 

РИМАНОВА КРИВИЗНА 

I. Движение, ассоциированное с циклом 

155. Теперь мы вернемся к наиболее общим римановым пространствам 
и посмотрим, что же собственно отличает их от пространства Евклида. 

Мы видели (n° 92), что если в римановом пространстве дана дуга 
кривой асб, с каждой точкой которой связана соответствующая есте- 
ственная декартова координатная система (Ю), то можно развернуть эту 
дугу и связанные с ней координатные системы на евклидово простран- 

ство (например на касательное в а ев- 
клидоРО пространство). Если исследуемое 
пространство не является локально-ев- 
клидовым, а точки а и 6 не слишком 
удалены одна от другой, то развертыва- 
ние другой дуги ас’, соединяющей те 
же точки а и 6, приведет к иным ре- 
зультатам. Если точке а и п-эдру (Ю) 
соответствуют в евклидовом простран- 
стве точка Аи п-эдр (Юл), тоз первом 
случае мы придем к точке В и п-эдру 
(Юз), во втором —к B' u (R=) (фиг. 25). 

Этот результат можно сформулиро- 
вать несколько иначе. Предположим, 
что, отправляясь в евклидовом про- 
странстве от положения В’ и (Ю}) как 
от начального, мы развертываем зам- 
кнутый контур или цимл 6с’ась; опи- 

сав его и вернувшись к исходной точке ф и связанному с ней п-эдру, 
мы получим в евклидовом пространстве конечное положение Ви (Ю»ь). 
Чтобы вернуться от этого положения к начальному, нужно в евклидо- 
вом пространстве осуществить некоторое движение, именно то, кото- 
рое переводит Вв В' и (Ю}) в (№3); про это движение говорят, что оно 
ассоциировано с данным циклом. Оно зависит, конечно, от начального 
положения, которое мы выбрали для В’и (Юз); но можно сказать, что 
по отнощению к п-эдру (Юз) оно вполне определено. Иначе говоря, это 
движение вполне определено в касательном в точке В’ евклидовом 
пространстве. 

156. Изучить непосредственно движение, ассоциированное с произволь- 
ным циклом, содержащим данную точку, — задача весьма трудная. Мы 

— 
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ограничимся бесконечно малым циклом, при этом будем предполагать, _ 
что цикл имеет некоторую специфическую форму. 

Рассмотрим две различные операции диференцирования, которые бу- 
дем обозначать соответственно символами 4 и 8. Величины 4и’ можно 

рассматривать как произведения параметра (бесконечно малого) @ Ha 
некоторые функции (произвольные) $ (и!, ..., м"): 

du' —a8'(u', ..., 4”). 
Точно так же 

ди = В (и, ..., и”). 

Пусть теперь т — произвольная точка риманова пространства с коор- 
динатами (и’); пусть т, — точка с координатами (и 4и’), ат, — точка 

—- 

с координатами (и’ -{ 2и’). Вектор тт, определяет элементарное смеще- 
— 

ние 4; вектор тии, — элементарное смещение 6. Осуществим теперь эле- 
ментарное смещение 0, но только не в точке т, а в точке т‚. Мы при- 
дем к точке т, с координатами 

ub + du’ +6(u' + du')=u' + dub + bu‘ + даш. 

Точно так же выполним элементарное смещение 4 в точке т.; мы по- 
лучим точку тз с координатами: 

шедшие + а(иш + ди) =ш- ди + аш - ад... 

Мы видим, что точка тз совпадает с точкой т,, если 

déu' = 3du', 

иными словами, если можно менять порядох обеих диференциальных опе- 
раций. В этом случае, если /— произвольная функция координат, то 

dbf = tdf. 

Допустим, что мы рассматриваем такие диференциальные операции, 
порядок которых можно менять. Тогда любую точку т пространства 
можно будет рассматривать как одну из вершин элементарного цикла 
тт,т.т,, который пробегается в направлении, указанном предыдущим 
обозначением (таким образом, направление обхода совпадает с направле- 
нием вращения, переводящего направление смещения 4 в направление 
смещения 0). 

Только такие элементарные циклы мы и будем в дальнейшем рассмат- 
ривать. В частном случае, когда 

—=1, все остальные &— нули, 

=1, » »  — нули, 

s
R
 

11 Kaptan
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точки 7., т;, т. имеют те же самые координаты, что и т, за исклю- 
чением координаты ши” точки т, (возросла на а), координаты и точки 
т. (возросла на В) и координат м” и и точки т, (возросли соответ- 
ственно на @ и на 3). 

157. Когда сторона тт. цикла развертывается на евклидово простран- 
ство, тогда точка /М и векторы е; связанной с ней декартовой коорди- 
натной системы получают элементарные геометрические приращения, ко- 
т.рые даются формулами: 

ам= У аше,, 
k (1) 

de, Ув; (4) е,. 
) 

Точно так же развертывание тт. дает: 

^ М — k oM = > Зи*е, ‚| 

> (2) 
бе; = > w (6) e,. | 

k 

Развернем Tellepb KOHTyp mm,m,. Для этого нужно, отправляясь от 
точки М, и координатной системы (^Ю.), применить операцию 6, опредз- 
ленную формулами (2); но формулы (2) определяют операцию 8 в точ- 
ке М, тогда как теперь ее нужно выполнить в точке, которая полу- 
чается из М путем применения операции 4. 

Иными словами, нам нужно выполнить операцию 8-+ 46 (в точке М). 
Таким образом, полученные нами в евклидовом пространстве точка М, 
и координатная система (Ю.,) будут иметь такой вид: 

и 

M,=M +dM+8M + doM; 
(e;), — е, +- de, -- де, + dse,. 

‚ Напротив, развертывание контура тт,т; даст: 

M;3=M+¢é¢M+dM-+6dM, 

(e,)3 =e, + 2e; + de, + Sde,. 

Следовательно, в результате движения, ассоциированного с циклом 
mm,m,m,, Touka М; и векторы (е,), получат геометрические приращения: 

УМ, = М; — М, =8ам — вм; 
x 

V(e;), = (e,)3 —(e;),= éde, — 10@,. 

На самом деле эти величины определяют только главную часть инте- 

ресующих нас движений, главную часть, порядок которой равен порядку 
произведения a8, T. e. порядку площади, ограниченной циклом. Нужно
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заметить, что эти движения отнесены к координатной системе (R), CBA- 

санной с точкой ЛМ; но в окончательных формулах можно с достаточной 

степенью точности рассматривать е;, как векторы координатной систе- 

мы (Юз); связанной с Л. 
Вычисление дает: 

гам — а8М= > (3du*— ddu*)e, + > (ди бе, — 8 4е,) = 
k k — 

= У Чилох (8) — див (а) е, = У, (Гл› — Ге) ьдше, =0; 
kh r,8,h 

ede, —dde,= > [20; (2) —awi(3)]e, + D [os (4) 04 @) — 05 2) o% @De,= 
k К, В 

=» OF (3, de, 
k 

где через ©; обозначено следующее: ` 

0} (8, d)= tu; (1) — do; 8)—У [; (8) ох (4) — в (4) вь (8)]. 
. . 

Используя сокращенную систему записи, введенную в п°45, мы видим, 
k ' 

что билинейную альтернированную форму ®; можно написать так: 

k k Np hk QF =(0i)' — ¥} [oro]. (3) 
h 

Окончательно, для движения, связанного (ассоциированного) с элемен- 
тарным циклом, мы получаем: A 

VM=—0O, ) 

ve,= SM, dee (4) 
k 

Мы видим, что это движение оставляет неподвижным начало цикла 
и сводится, таким образом, к повороту около этого начала. 

158. Вычисление можно гести и иначе. Свяжем (мысленно) с каждою 
точкою 17 риманова пространства точку р, определенную своими коор-. 
динатами (х‘) относительно естественной декартовой системы (Ю). При 
развертывании евклидова пространства эта точка р займет, естественно, 
положение Р, определенное ее декартовыми коорлинатами. При развер- 
тывании стороны тт, нашего цикла точка Р испытывает элементарное 
абсолютное смещение, контравариантные компоненты которого равны (п544) 

рх = ах! + аш- > x*wi (d). 
k
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Точно так же при развертывании 7т., она получит геометрическое 
приращение с компонентами: 

Ax! = 6x' + Gut + > xk (6). 
k 

Развертывание контура тт.т., дает при этом точку Р., коорлинаты 
которой в системе (Ю), связанной с М, имеют вид: 

x! + Dx! + Ax! = DAx'; 

развертывание же контура ттьт. даст точку Рз с координатами: 

xi + Ax? + Dxi +t ADx'. 

Смещение точки Р., вызванное движением, ассоциированным с циклом, 
имеет в качестве контравариантных компонент выражения: 

Vx' = ADx' — DAx'. 
Вычисление дает: 

Vx! =8Dx!-+ У Ох (6) — Ах — Уха. 
k k 

Ho 

sDxt + > Dxkw), (6) = 8dx! + odu + > Эхе (4) - > x*8wi, (d) + 
k k k 

+ Saxto, (2) + SY dutoi 0) + S «tor (2) wi (2). 
k k k, h 

Отсюда немедленно получается: 

ух = Si xt ( bok (d)— doy (8) — У [0 (8)01 (4) — в (4) в (8) } + 
k h 

+ У [auto} (®) — dato} (a). 
Последняя сумма равна нулю, и мы получаем: 

Vii = > 0, (3, 4) х. (5) 

То обстоятельство, что в правой части равенства член, не зависящий 
oT x’, равен нулю, как раз и показывает, что элементарное движение, 
ассоциированное с циклом, представляет собою вращение около начала 
цикла. 

Величины %,(5, 4) представляют собою смешанные компоненты си- 
стемы бивекторов, определяющей это вращение. Ковариантными ком- 
понентами этой системы бивекторов будут величины: 

2: (6, a) — > 2 (6, а). 

в



PHMAHOBA KPHBH3HA 165 

Мы можем быть заранее уверены в справедливости соотношений 

2,,+2;,=9; 

мы их проверим скоро вычислением. 

П. Тензор Римана-Христоффеля. - 

159. Посмотрим, каким образом цикл входит в компоненты ассоции- 

рованного с ним вращения. Выражения ©; являются билинейными альтер- 

нированными формами диференциалов 4и’; иными словами, они имеют 

ВИД: 
© (4, =» Ю?,, (4и”ди' — ди'и") = > Юр"; 

(9°8) (78) 

следовательно, они линейны относительно контравариантных компонент р”* 

бивектора, определенного параллелограмом, связанным с нашим циклом. 

Таким образом, обозначая через а, смешанные компоненты системы 
бивекторов, выражающей вращение, ассоциированног с циклом, мы по- 
лучим формулу: . 

а = У, Rj’ sr ps (6) 

(rs) . 

Эта формула является общей в том смысле, что она не связана 
с формой контура цикла; важно только, чтобы последний охватывал 

поверхность, эквивалентную бивектору с компонентами р”. Этот результат 
мы примем без доказательства. 

Величины Ю;,„, определяют так называемый тензор Римана-Христоф- 
феля. 

Вычисление этих величин не представляет никаких затруднений. [10- 
лучаем: 

j Г, ОГ, k kw 
Rie = aur — pat — >, Wer Tis Te Ti, (7) 

k 

причем, очевидно. 

Юг —= — ЮР. 

160. Займемся теперь вычислением ковариантных компонент системы 
бивекторов, определяющей вращение, ассоциированное с некоторым дан- 
ным циклом. Имеем по определению: 

9, — > Ep 2: = Si (wi) — > [wos] } = 
k k h 

- (Beet) ини Beta k k h 

=(,;)'— У [ол] — > [«o, ;5] — > (wo, J) 
k k к 

2,= (w,;)' + > [6:0] —= (о; + > [197]. (8)
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Оба полученные выражения эквивалентны, потому что 

k koh h 
> [ro 5] = Sen [wij] = У ово. 

k k, h h 

Формула (8) показывает, что замена 7 Ha jf HW J Ha Е связана с пере- 
меной зНака у 9, действительно, равенство 

dg, =O, + O;, 
дает. 

, , 
0 = 0;, = Oyj. 

К формуле (8) можно притти еще и иным путем, быть может более 
коротким. Действительно, величина О, (8, 4) является /-Йй ковариантной 
компонентой вектора 

таким образом мы получаем: 

9,, (8, 4) = (ede, — dée,) e, = 6 (de,-e,) —d (8e,-e,) + de,de, — dede,. 

Далее имеем: 

de,-e;=0,,(d), 6e,e, =0,, (8); 

dede,= So; (8) og (d)= J 0,20) 0; (a), 
k k 

debe, = Sof (d) oy 2) = ¥ og (d) 0} (2); 
k k 

— 

следовательно: 

Qi; (6,d)= д; (4) — aw ;; (8) + > [oF (8) Ong (4) — wr (d) Oy, (8)] = 
k / 

= bw, (4) — 46, (2) + У [ви @) 05 (4) — 04 (4) 0} @)], 
k 

“ 

Мы снова получаем уравнения (8), только в иной записи. 
Фактическое вычисление коэфициентов Ris, „‚ Формы Qs; выполняется 

без труда, если в качестве исходного пункта взять эти уравнения. Имеем: 

д,» _ ОГ 
F ых +2 gn (Г Г: — Ги, Гу»). 

    

  

    

ij, "8 — ou” _ 

Но | 

Ts 54 [1 | 1 ( OR; Og 5s —_ 02 

Ou" ont = 2 \en"dut® = duédn” ~— Au Ou" 

or, ШИ _ 1 ( 0k; ; OS OL ir 

ди ди 2 ди’ди дбди’  диди
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Следортательно: 

R..=— и 
‘PS 9 \диди’  дшди’ диди дийди 

УИ НИИ о 
Следующие замечательные свойства симметрии риманова символа R,, „, 

? 

являются непосредственным следствием из полученной нами формулы: 

1 ( 02g ir Og y8 02g is 02g ИХ - 

д 

К}, „= — Юр, „, = — Ris evs (10) 

Rij vs = Rye, ij? (11) 

К, wnt Riz, ng + Rin, je =O. (12). 

Нетрудно проверить, что из соотношений (10) и (12) вытекают соот- 
ношения (11). 

Ш. Риманова кривизна едвумерных пространств !) 

161. В случае двух измерений движение, связанное с элементарным 
циклом, сводится к вращению около начала М цикла. Если через 45. 
обозначить площаль, ограниченную циклом, а через К 5 — угол поворота; 
отсчитанный в направлении положительного обхода цикла, то коэфи- 
циент А’ будет называться римановой кривизной пространства в точке М. 

Если через а! = — itp обозначить контравариантную компоненту 

бивектора, выражающего вращение, то получим: 

— «Ис _ 124/, pla 12 7. 

2 1 
К=— КЮ. =— А = 12, 12° 

следовательно, 

В качестве примера возьмем поверхность в обыкновенном простран- 
стве и будем ее рассматривать как двумерное риманово пространство. 
Чтобы получить риманову кривизну этой поверхности в точке А, ‘отнесем 
ее к трем взаимно перпендикулярным осям Ах, Ау, Ах с началом в точ- 
ке А, причем ось А2 пусть будет направлена по нормали к поверхности. 
Взяв в качестве координат на поверхности х и у и обозначая, как 
обычно, через р, 4, Г, 5, Ё частные производные двух первых порядков 

от функции г, определяющей поверхность, по переменным х, у, мы при 

дем к вычислению формы: 

Яна = OR + > [2193 . 
: 

  

1) Здесь полезно воспользоваться «Тпвопйе des surfaces» [. Hap6y (G. Darbour) 
(т. Ш, книга УГ).
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Ho в точке А все коэфициенты суммы, стоящей в правой части 
равенства, равны нулю, потому что 4х? -- 4у? является евклидовым ли- 
нейным элементом, соприкасающимся в точке Д с линейным элементом 
поверхности. | 

С другой стороны 

ds* = (1 + p*) dx? + 2pqdxdy + (1 + 4*) dy’, 

Фо = Гоа 4х + Гуа 4у == [1] ах + ["*] ау= 
до 9 1 oO 19 

Gey Ge) a4 + 7 G2 dy = 9 (rx + dy) = 94р. 
Следовательно, 

„- 

wiz = [dgdp] = [(sdx + tdy) (rdx + sdy)] =(s? — rt) [dxdy]. 

Таким образом в точке А получаем: ` 

К = — К 18==7Ё— 58. 

Но если в качестве осей х и у взять главные касательные в точке А. 
то получим в этой точке: & 

1 1 
Г — — t= -— s=0 

R,’ Ка’ ? 
1 

где —- и ——0обе главные кривизны. Значит, 
К: р, 

Kaa 53 
Ry Ra’ 

риманова кривизна поверхности в данной точке равна ее полной кпи- 

визне — произведению двух главных кривизн. Как известно, Гаусс первый 

доказал, что выражение „— вполне определяется линейным элементом 
RiR, 

поверхности. 
162. Интересно на частном примере разобрать движение, ассоцииро- 

ванное с некоторым циклом. Возьмем сфзру радиуса Ю и малый круг 
на ней с полюсом Р (фиг. 26). Обозначим через а половину угла при 
вершине конуса, основанием которого служит наш малый круг, а вер- 
шиной — центр сферы. Чтобы развернуть окружность малого круга на 
плоскость, нужно развернуть на плоскость развертывающуюся поверх- 
ность, описанную около сферы вдоль этой окружности: эта поверхность 
является конусом. Свяжем с каждой точкой М окружности две взаимно 
перпендикулярные оси: Мх — касательную к окружности, направленную 
в соответствии с выбранным нами направлением обхода, и Му — касатель- 
ную к меридиану, проходящему через М. Развертывание даст лугу окруж- 
ности с центром в $ радиуса Ю фа (пб?101), причем длина этой дуги 
будет равна ллине окружности малого круга на сфере, а именно 2=А эп 4. 
Если теперь через Ф обозначить угол A'SA, то получим: 

Rtga(Qnr—9)—2rRsing
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ИЛИ 

= 2n(1 —cos a). 

С другой стороны, площадь, ограниченная на сфере нашей окружно- 

стью, равна: 

$= ( \ ЮЗ т 94649 = 2=Ю? \ чт 648 = 2nR* (1 —cos a); 
0 

таким образом мы получаем: 
5 

? = Ra: 

Мы видим, что вращение, благодаря которому оси системы х’Ау’ ста- 
новятся параллельными осям системы хАу, сводится к повороту на угол ф, 

р 

   
Фиг. 26. Фиг. 27. 

выполненному в направлении обхода цикла. Угол поворота равен, таким 
образом, произведению площади S, охваченной циклом, на кривизну 

1 
сферы р. 

С этим поворотом связано параллельное перемещение, именно то, 
/ . 

которое переводит точку А’ в 24; длина пути равна при этом 2Ю юа sin} . 

Она не равна нулю. Но если цикл бесконечно мал, то это параллель- 
ное перемещение бесконечно мало сравнительно с вращением; его глав- 
ная часть равна нулю, если в качестве основной бесконечной малой еЕзЯть. 
площадь, ограниченную циклом. 

163. В случае произвольной поверхности мы можем дать простую гео- 
метрическую интерпретацию римановой кривизны; интерпретацию, связан- 

ную со знаменитой теоремой Гаусса относительно суммы углов геодези- 
ческого треугольника. 

Рассмотрим цикл, образованный весьма малым геодезическим тре- 
угольником, лежащим на данной поверхности. Если его развернуть на 
плоскость, касательную к поверхности в одной из его вершин A, TO MBI 
получим прямолинейный треугольник АВСА' (фиг. 28), причем точка А’ 
< достаточной стененью точности может считаться совпадающей с А. 

Сторона АВ, с которой мы начали развертывание, является касательной



170 ГЛАВА VII 

к стороне аб геодезического треугольника. Что касается направления 
стороны ас, то чтобы его найти, нужно повернуть направление АС на 

^ Л 
угол К45. Но при развертывании углы В и С сохраняются; угол ВАС 

прямолинейного треугольника равен п —В— С; чтобы найти угол А гео- 
дезического треугольника, нужно повернуть АС на угол КИ; следова- 

  

тельно, | 

C N Л ^ 
п В —С— Ка: =А, 

откуда: 

и \ A A A 
A+ B+ C—r= Kis. (13) 

4. ` г? 8 Это и есть теорема Гаусса. ` 
В частном случае сферы радиуса АЮ левая 

Фиг. 28. часть уравнения (13) (сферический избыток) 
равна, как известно, площади сферического тре- 

угольника, деленной на А? (теорема Альбера Жирара). 

Таким образом риманова кривизна в некоторой точке поверхности (или 
иного двумерного риманова пространства) может быть определена как 

B+C—r 
предел отношения я ‚ в котором А, В, С являются углами 

С-сконечно малого геодезического треугольника, для которого точка АД 
лужит вершиной и площадь которого равна 43. 

‚ 164. Став на более общую точку зрения, мы можем рассмотреть про- 
извольный бесконечно малый цикл. При развертывании этого цикла каса- 

тельные в двух достаточно близких точках М, М’, соответствующих 
точкам т, т’ цикла, образуют угол, равный геод‚зическому углу смеж- 

ности цикла, именно — ‚ причем 0 обозначает радиус геодезической KDH- 
g 

визны (п? 100). Направление касательной в исходной точке А разверну- 
$ 

того Цикла поворачивается в конечном счете на угол \ a? MONOMHH- 
®/ 9 

тальный угол, на который его нужно повернуть, чтобы получить Эт, 
разняется, следовательно, К45, и мы получаем формулу, тоже данную 
Гауссом: 

21 — \ ds = Kdo; 
J Py 

эту формулу можно распространить на произвольный цикл. При этом 
получим: 

an— | S=(( Kas. 
в, 9 ®/ 

Теорема о геодезическом треугольнике является частным случаем этой 
Формулы. В случае геодезического многоугольника формула принимает 

s—(n—2)n=\ | Kas: (14) 
&/ в 

вид: 

$ здесь —сумма углов многоугольника, а п — число его сторон.
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165. Предыдущая формула приводит к интересным заключениям, если 
ее приложить к замкнутому риманову пространству с повсюду правильной 
‘метрикой. Если разбить это пространство на геодезические многоуголь- 
ники и обозначить через Р число многоугольников, через 5$ — общее 
число их вершин и через А — общее число сторон, то сумма в левой 
части равенства (14) будет равна 

2n(F+ S—A); 
таким образом мы получаем: 

1 a) 

F+S—A=~ \\ Kaa, 
ane. 

причем последний интеграл должен быть распространен на все пространство. 
_ Известно, что целое число Е-- $— А зависит только от топологиче- 
ских свойств пространства. Если пространство гомеоморфно поверхности 
сферы, то это целое число равно двум, и мы получаем формулу: 

\\ Kds = 4r, 
которая показывает, что среднее значение римановой кривизны про- 

4n 
странства равно -с; , если через $ обозначена полная поверхность этого 

‘пространства. Таким образом на многообразии, гомеоморфном сфере, 
нельзя определить метрику, сообщающую многообразию риманову кри- 
визну, всюду отрицательную или равную нулю. 

Если пространство гомеоморфно эллиптической (или проективной) 

плоскости, то среднее значение его кривизны равно только ‘ 

Если пространство гомеоморфно тору, то это среднее значение равно 
нулю. Действительно, мы уже видели, что на торе можно уст@новить 
повсюду евклидову метрику. 

Впрочем, все эти результаты становятся очевидными, если ограничиться 
рассмотрением замкнутых поверхностей обычного пространства, так как 
величина Kds, 18 теорем6 Гаусса, дает нам ориентированную площадь 
сферического отображения поверхности. 

ГУ. Риманова кривизна трехмерных пространств 

166. Чтобы изучить риманову кривизну в точке А трехмерного про- 
странства, мы предположим, что местная координатная система, связан- 
ная с точкой 4, является прямоугольной. Тензор Римана-Христоффеля 
будет иметь шесть существенных компонент, которые для краткости мы 
будем обозначать следующим образом: мы положим: 

Юз, 23 — —Ky,, 

Юз, и = — Ка», 

К: ‚а = — К, (15) 

Ки, 12 - Ri», 3, = — Ао, 

К», 3 = Азз, 18 — — А: , 

Ros, 31 = Rai, 23 = — Ky. J
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Каждый элементарный цикл с началом в А может быть определен 
с помощью вектора, являющегося дополнением к бивектору, ограничен- 
ному циклом. Если через а, В, ‘] обозначить направляющие косинусы 
нормали к элементарной площадке, содержащей цикл, и если через ds 
обозначить площадь, ограниченную Циклом, то величины 

ads, fds, ydo 

определят бивектор, ограниченный циклом. 
Вращение, ассоциированное с циклом, тоже может быть представлено 

с помощью вектора, отложенного на оси вращения; обозначим его ком- 
поненты так: 

рас, 943, газ. 
Тогда 

pds= —(Ryg, 93443 + Ros, 9843 + Ros, 12945) = 

— (Киа + К.В + К,з1) 45. 

Следовательно, можно `написать: 

p=K,,a+ К, в + Каз, 

4=К@ + КВ К,з1, (16) 

г=К‹4а + КзоВ + Кзз1. 

Будем называть римановой кривизной пространства К в точке А 

в направлении заданной элементарной площадки проекцию на эту 
площадку вектора (р,9,г), изображающего вращение, отнесенное 

K counbhye поверхности, ассоциированное с циклом, ограничивающим 

площадку. Имеем: 

К = ра + 98 + г = 

’ = K,,a? + Kyo + Kg? + 2KygBy + 2K gt + 2K наб. (17) 

Правая часть этого равенства представляет собою квадратичную форму, 
которую мы обозначим Ф (а, В, 1). 

167. Важно заметить, что, зная риманову кривизну пространства, в на- 
правлении всех элементарных площадок, проходящих через точку А, мы 
фактически знаем и тензор Римана-Христоффеля, который вполне опре- 
деляется шестью коэфициентами формы Ф. 

Закон изменения римановой кривизны в направлении переменной эле- 

ментарной площадки геометрически формулируется достаточно просто. 
Рассмотрим в евклидовом пространстве, касательном в точке А, цоверх- 
ность второго порядка с центром в А, определяемую уравнением: 

Ф(х, у, 2) =1. 

Назовем ее индикатриссой Римана. Риманова кривизна в направлении 
данной площадки может быть получена так. К заданной площадке про-
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Фодится в точке А нормаль и берется точка Р, в которой она пересе- 

кается с римановой индикатриссой. При этом получаем: 

1 K=—. 
AP* 

Действительно, координаты точки Р равны @2, Вэ, |5; значит, 

1 =Ф (20, Ве, Yo) =p? (a, B, y) = Kp*, 
1 

К= а. 

откуда 

Индикатрисса Римана может быть мнимым эллИнсоидом (в этом случае 
кривизна пространства положительна во всех направлениях), действитель- 
ным эллипсоидом (кривизна отрицательна во всех направлениях), гипер- 
болоидом, эллиптическим или гиперболическим цилиндром, или же, на- 
конец, системой двух параллельных плоскостей. Индикатрисса исчезает 
в случае евклидова пространства. 

Пространство называется изотропным в точке А, если его риманова 
индикатрисса представляет собою сферу: в этом случае говорят, что ри- 
манова кривизна пространства в точке А постоянна (локально). 

Если мы вернемся теперь к формулам (16), дающим отнесенное к еди- 
нице поверхности вращение, ассоциированное с некоторым циклом, то 
мы без труда заметим, что ось этого вращения перпендикулярна к диа- 
метральной плоскости, сопряженной с нормалью к площадке цикла 
относительно римановой индикатриссы. Вращение происходит вокруг 
нормали к циклу в том и только в том случае, когда эта нормаль 
является одной из осей римановой индикатриссы. Направления осей ри- 
мановой индикатриссы называются главными направлениями (Риччи) 

пространства в точке А. Они становятся неопределенными, если про- 
странство изотропно в точке А. = 

168. Теперь мы можем, наконец, отдать себе отчет в том, почему су- 
ществование вполне геодезических поверхностей в произвольном римано- 
вом пространстве представляет собою исключительный случай. Дей- 
ствительно, если некоторая поверхность является вполне геодезической, 
то нормаль к этой поверхности, переносимая параллельно себе самой 
вдоль цикла, лежащего на этой поверхности, все время будет оставаться 
нормалью и, следовательно, возвратится к исходному положению. Следо- 
вательно, вращение, ассоциированное с любым элементарным циклом, 
лежащим на поверхности, имеет своею осью нормаль цикла. Таким об- 
разом вполне геодезическая поверхность в каждай из своих точек 
Эолжна быть нормальна одному из главных направлений в этой 
токе. 

Эта теорема, которою мы обязаны Риччи, показывает, что в произ- 
вольном римановом пространстве не существует, вообще говоря, вполне 
гсодезических поверхностей. Если все главные направления различны, то 
существует самое большее три однопараметрических семейства вполне 
геолези ческих поверхностей; для того чтобы эта возможность осуществилась, 
необходимо, чтобы каждое из уравнений в полных диференциалах, кото-
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рые выражают, что нормаль к поверхности является главным направ @- 
нием, было вполне интегрирфемым. Однако это условие недостаточно. 
Более гдубокое исследование показывает, что только евклидово про- 
странство допускает трижды ортогональную систему, построенную 
из вполне геодезических поверхностей. 

169. Можно распространить на „трехмерные пространства теорему 

Гаусса относительно суммы углоз геодезического треугольника. Рассмот- 
рим точку А риманова пространства и элементарную площадку, прохо- 
дящую через эту точку; проведем через А две достаточно малые дуги 
геодезических ДЬ и ‘Ac, касательные к нашей площадке, и проведем гео- 
дезическую 6фс. Развернем цикл Abc на евклидово пространство, каса- 
тельное к риманову в точке 4, и пусть АВС будет полученный в ре- 
зультате этой операции прямолинейный треугольник (фиг. 29). Возьмем 

три взаимно перпендикулярные оси с 
началом в точке 2; пусть ось Ах напра- 
влена по АВ, ось Ау лежит в рассма- 
триваемой злементарной площадке, ось 

Az перпендикулярна к ней. Представим 
себе еще касательную Аи к геодезиче- 
ской с в точке А. От АСк Аи можчо 
перейти посредством вращения (раз, 
445, г45), ассоциированного с циклом 

Фиг. 29. Абс. Обратно, переход от Аи к АС 
2 совершается посредством — вращения 

| (— ра3, -— 943, — газ). Рассмотрим угол 
между осью Ах и направлением Аи, к которому, собственно и прилагается 

A 
наше вращение. Начальное значение этого угла равно 2, конечное: 

A A 
п —В— С. Но вращение (— рад, — qds,— газ) может быть разложено 
на три вращения: одно — вокруг оси Ди, другое — вокруг АВ и третье 
(— ”45) — вокруг Аг. Ни одно из двух первых не меняет угла между 
Au и Ах; последнее уменьшает его на 705; таким образом мы получаем: 

  
  

  

A A Л 
a—(r—B—C —= 745 >. 

или 
A A A 
A+B1C—nr — газ. 

Но г как раз дает нам кривизну К пространства в направлении рас- 
сматриваемой элементарной площадки. Мы получаем таким образом обоб- 
щенную формулу Гаусса: 

A A A 
\A+B4+C—r=kdo. 

170. Существует, наконец, обобщение теоремы о том, что риманова 
кривизна поверхности, вмещенной в евклидово пространство, равняется ее 
полной кривизне. 

Пусть в произвольном римановом пространстве задана поверхность (5). 
Выберем на этой поверхности произвольную систему координат и, %.
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Положение любой точки пространства Р можно тогда будет определить 

посредством координат и, точки М поверхности, которую находим, 
опуская из Р геодезическую нормаль РМ, и посредством длины < дуги МР. 
В этой системе координат линейный элемент пространства имеет вид: 

ds* = g,, du* + 2g,,dudu + g,, dv? + dw’. 

Линейный элемент поверхности получается отсюда, если положить wW = 0: 

2 — do* = g,, du* + 2g,, dudv + gy,dv% 

Нетрудно pugetb, 4TO BemMuHHE oY (i, 7—=1,2) umeioT B A060H TOUKe 
поверхности одно и то же значение, независимо от того, рассматриваются 
ли они как коэфициенты метрической формы (с поднятыми индексами} 
объемлющего пространства или же самой поверхности: “Действительно, 

в обоих сдучаях имеем: 
gil git gen 1 

25  — 810 ~ 2 — £11802 — 51° 

То же можно сказать относительно величин Г а; и Г, индексы кото- 
рых принимают значения 1 и 2. Действительно, в выражение 

Ги, — Н 

входят только частные производные коэфициентов 8119 849 89g OTHOCH~ 

тельно переменных и и 9; что касается выражений Гу, то они выводятся 
из Г», с помощью коэфициентов 511, 21? и 298. 

Установив это, мы видим, что внутренняя кривизна поверхности дается 
формой о, вычисленной в Двумерном римановом пространстве, которое 

представляет собою наша поверхность; обозначая ее через (8. );, получим: 

k=2 

(912). = 1 + > [оз |. 
k=1 

Риманова кривизна объемлющего пространства в направлении элемен- 
тарной площадки, касательной к поверхности, дается формой: 

we 

kR=2 

— wy’ k 3 . 
(913). == 12 + > [wT @2,] + [Wi 9]; 

=1 
мы имеем таким образом: 

(214), — (2,4); = [M7 mgs]. 

Из этой формулы вытекает, что разность между обеими римановыми 
кривизнами в точке М поверхности зависит только от числовых значений 
коэфициентов форм «} и ®,. в этой точке; следовательно, она не ме- 
няется, если данную метрику заменить соприкасающейся метрикой
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в точке М. Возьмем, например, соприкасающуюся евклидову метрику; 
разность К, —К, сводится тогда к римановой кривизне поверхности, рав- 

1 
HOH произведению Ю.В ее главных кривизн. Но эти главные кривизны 

не зависят от того, вычисляем ли мы их в римановой или же в сопри- 
касающейся евклидовой метрике; мы получаем таким образом общую 
формулу: 

К; —К, = RR’ (18) 

Эта формула выражает следующее: внутренняя риманова кривизна 
поверхности в ее точке М равна римановой кривизне объземлющего 
пространства в этой точке в направлении элементарной площадки, 
касательной к нашей поверхности, увеличенной на полную кривизну 
последней (произведение полных кривизн) в точке М. 

В частности риманова кривизна пространства в точке М в напра- 
влении заданной элементарной площадки равна внутренней кривизне 
в точке М поверхности, геодезической в этой точке и касательной 
к этой элементарной площадке. 

Данное Риманом определение кривизны может быть связано с преды- 
дущими рассуждениями. Действительно, Риман рассматривает геодези- 
ческую в М поверхность, касательную к данной элементарной площадке, 
и полную кривизну в гауссовом смысле, связанную с линейным элемен- 
том этой поверхности; таким образом получается то, что он называл 
кривизною пространства в данной точке и в данном направлении. 

У. Риманова кривизна пространств более чем трех измерений. 
Пространства постоянной римановой кривизны 

171. В случае пространства произвольного числа п измерений враще- 
ние, ассоциированное с бесконечно малым циклом, выражается посред- 
ством системы бивекторов. Риманова кривизна пространства в направлении 
элементарной площадки цикла получится в результате скалярного умно- 
жения этой системы бивекторов на бивектор, определенный циклом, причем 
резульгат нужно еще разделить на квадрат площади, ограниченной цик- 
лом. Нетрудно видеть, что это определение в случае п=3 совпадает 
с тем, которое было дано выше. Действительно, скалярное произведение 
бивектора (а45, Ваз, |435), характеризующего цикл, на бивектор (раз, 
943, газ), характеризующий вращение, ассоциированное с циклом, равно: 

f 

(pa + 93 -+ г) 45%=Ка3я. 

Обозначая в общем случае контравариантные компоненты бивектора, 
характеризующего цикл, через р“, а ковариантные компоненты ассоции- 
рованного с циклом вращения — через а;, получим: 

—- ee 
№ th 

a= “ ij, an Ps 
(xh)
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следовательно, 
2 14 nth 

Kdo? = — > Ки РР 
(if), (kA) 

или окончательно: 

У Rian 7) ph 
К= — (tf), (hk) . (19) 

> pp; 
(//) 

  

172. Важно заметить, что, зная риманову кривизну пространства 
в точке М в направлении всех возможных элементарных площадок, 
проходящях через М, мы. тем самым знаем значения всех компонент 
тензора Римана-Христоффеля в этой точке. Иными словами, из ра- 
венства 

У А ьрр“= У Вы ри, (20) 
(ij), (kh) (i7), (kA) 

которое выполняется для всех бивекторов рУ, следует равенство соответ- 

ственных компонент тензоров А;, в и Ri, „. Можно сказать еще и так. 
Если риманова кривизна пространства в точке М равна нулю в напра- 
влении всех элементарных площадок, проходящих через М, то равны 
улю и все компоненты тензора Римана-Христоффеля в этой точке. 
Эта теорема далеко не очевидна, потому что в тождестве (20) пере- 

менные РУ не являются независимыми, так как компоненты бивектора 
связаны некоторыми соотношениями. Введем независимые переменные, 
определяя бивектор посредством двух произвольных векторов ХТ и У; 
тогда тождество (20) примет вид: 

aud 
i,j, ky hh i,j, hy h 

4 

SRA VIX! Vb SO Ray ay XE VIXE Ys 

X 

теперь оно должно быть справедливо при любых значениях переменных 
^‘ и И. Приравнивая последовательно между собою коэфициенты при 
(^“) (71), при (Х‘)® У? УЕ при Х: ХЕ У! У», где все индексы различны, 
получаем: 

Rij, 47 = Ruy, op 
Ri, int Rin, ij =Ry at Rin, iy * (21) 

Rint Rus int Rin ny + Remy ig =Rey ew t Вы, и + Юьы + Ria, oy 

Доказанные в п? 160 соотношения: — 

Ry, kh — Ruy (11) показывают нам, чта © 

Rj, kh К, kh° 
12 Картан
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Далее, в силу (21) и (11) имеем: 

R 5, kh Е Ruy, kj Ri, ш Ris, kj 
ИЛИ 

К, wa Ruy, w= Ra, ja Rin, jk? ` 

откуда путем круговой перестановки индексов /, А, й получаем: 

Юз, ny — Ru, ng Rij en —R;,, w= Ra, je Rin, mw 

Общее значение этих трех разностей равно нулю, потому что сумма 
их равна нулю в силу соотношения 

Riistr + Ки, », Е Ки, в =0, (12) 

которому удовлетворяют кемпоненты Л и R (n° 160). 
Теорема таким образом доказана. 
Мы видим, что для доказательства нужны только те свойства А;, ., 

которые выражаются равенствами (11), (12) и 

К; = —Юьи= — А; м. (10) 

173. Предположим, в частности, что в рассматриваемой точке наше 
пространство изотропно, т. е. что оно имеет одну и ту же риманову 
кривизну в направлении всех возможных элементарных площадок, прохо- 
дящих через эту точку. Равенство (19) напишется тогда так: 

> К, в pi p= —K > (Six Sin — Sin S ju) pipe 

(i), Gh) ie 

Но так как коэфициенты квадратичной относительно р формы, стоящей 
в правой части равенства, удовлетворяют соотношениям (10), (11) и (12), 
то мы получаем: 

Ю tn = —К (ва 2» — Въ) (22) 

или в более наглядной форме: 

ЕВ __ f 
SD Rij? — — Kpj;. , (23) 

(kh) 

Это равенство показывает, что ковариантные компоненты 4;, вращения, 
ассоциированного с элементарным циклом р, имеют вид: 

а;=Кри. (24) 

4 

В переводе на геометрический язык это значит, что вращение харак- 
теризуется бивектором, расположенным в элементарной площадке
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цикла, величина которого получается в результате умножения кри- 

визны на площадь, ограниченную циклом. Направление вращения созпа- 
дает с направлением цикла, если К положительно, противоположно ему, 
если К отрицательно. Чиело К измеряет риманову кривизну пространства 
в точке М, причем, очевидно, нет надобности указывать, в каком на- 
правлении эта кривизна берется. 

174. Обратное предложение тоже справедливо. Если вращение, ассо- 
циированное с любым элементарным циклом, имеющим начало в М, 

характеризуется простым бивектором, расположенным в элементар- 
ной площадке цикла, то пространство изотропно в точке М. 

Действительно, соотношения 

912» ag а: ; _ 
Pin Раз _ ооо Di oeey 

справедливые, согласно сделанным нами предположениям, для любого 
бивектора, образуют последовательность рациональных дробей относи- 
тельно 2п независимых переменных Х\,..., Х"; У\ ..., У", с помощью 
которых определяется произвольный бивектор. Эти рациональные дроби 
после всех возможных  Упрощений должны давать одну и ту же несокра- 
тимую дробь. Но знаменатели Х,7, — Х,Т, являются, очевидно, первыми 
между собою; следовательно, общим выражением рассматриваемых функ- 
ций будет целый полином нулевой степени, т.е. постоянная. Таким 
образом мы получаем соотношения (24), в которых через К’ обозначена 
соответственно подобранная константа. 

175. Возможен случай, когда мы заранее уверены в том, что про- 
странство изотропно в некоторой данной точке /М; это будет тогда, 
когда пространство обладает свободной подвижностью вокруг этой точки. 

Действительно, в этом случае существует изометрическое преобразование, 
оставляющее неподвижной точку М и переводящее любую элементарную 
площадку в любую иную площадку, наперед нам заданную. Очевидно, 
такое преобразование не меняет римановой кривизны (зависящей только 
от линейного элемента); поэтому пространство будет иметь одну и ту 
же риманову кривизну в направлении всех возможных элементарных пло- 

щадок, проходящих через М. 
Если пространство удовлетворяет аксиоме свободной подвижности, то 

оно изотропно во всех своих точках, и его риманова кривизна тоже во 
всех точках постоянна; такое пространство называется пространством 
постоянной римановой кривизны. 

Локально эллиптические или гиперболические пространства должны 
обладать этим свойством, потому что они удовлетворяют аксиоме сво- 
бодной подвижности. Проверку посредством вычисления можмо провести 

следующим образом: 
Рассмотрим абсолют в некотором проективном пространстве. Обозна- 

1 чим через М точку (со скалярным квадратом, равным к › где К — кри- 

визна пространства в том смысле, который был дан этому слову в гл. УП). 

Пусть, кроме того, е,, ..., е, — точки, расположенные в гиперплоскости, 
полярной к точке М относительно абсолюта. Эти точки аналитически 

12%
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определяются точно так же, как основные векторы локальной коорди» 
натной системы, связанной с точкой М. Мы доказалия (п° 146) справед- 
ливость формул: 

ам= } duke, ). 

" , , (25) 
- ае, =—К > g,du°.M+ > wfe,, Boat дрель» | 

в которых символы dM и 4е, обозначают настоящие диференциалы. 
Чтобы вычислить ковариантные компоненты ®,, вращения, ассоцииро- 

ванного с элементарным циклом, вычислим сначала у;. Имеем: 

о ou = de,: ©; 
следовательно, 

oj =[de;ded= Slohoa)+K[ Dende’ Dende]. (96) k k 

Отсюда немедленно получается: ® 

h | . 
,=-—К | dea de Lent], 

h ~ k - 

и далее ° 7 
a= 9, (8, 4) = Kp,,, . .® 

причем через р,, обозначены ковариантные компоненты бивсктора, огра- 
ниченного циклом. _ 

Значит, пространство имеет постоянную рихманову кривизну К. 
Предыдущее вычисление приводит к другому важному заключению. 

Условия интегрируемости уравнений (25), в которых М и е, — неизвест- 

ные геометрические функции в проективной плоскости, в которой опре- 
делена эллиптическая или гиперболическая метрика заданной кривизны К, 
даются как раз уравнениями (26), выражающими, что риманова кривизна 
имеет постоянное значение К. Следовательно, любое пространство, 
риманова кривизна которозо постоянна, является либо локально- 
эллиптическим (если К положительно), либо локально-гиперболически.и 
(если К отрицательно}, либо локально-евклидовым пространство и 
(К=0). Действительно, развертывание его на эллиптическое, гиперболн- 
ческое или евклидово пространство может быть осучцествлено, так как 
уравнения (25), которыми дается это развертывание, вполне интегрируемы. 

176. Тешерь мы можем доказать теорему, в силу которой аксиома 
плоскости выполняется только в таких пространствах, которые извотропны 
в каждой из своих точек. Предположим сначала, что все (п 1)-мерные 
многообразия, геодезические в данной точке А, являются вполне геоде- 
зическими. Рассмотрим одно из этих многообразий и элементарный цикл, 
проходящий через А и лежащий целиком на этом многообразии; система 

бивекторов, характеризующая вращение, ассоциированное с этим циклом, 
может быть разложена на бивекторы, расположенные в (п— 1)-мерной
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элементарной площадке, касательной к многообразию, и бивектор, ле- 
кащий в элементарной площадке, содержащей нормаль к многообразию. 
Вращения, характеризующие первые бивекторы, оставляют неподвижным 
единичный вектор нормали многообразия; отсюда следует, что этим же 
свойством должно обладать и вращение, характеризуемое последним би- 
вектором; следовательно, этот бивектор должен равняться нулю. Если 
мы возьмем теперь какой-нибудь элементарный цикл с началом в A, TO 
ассоциированное с ним вращение будет представлено простым бивектором, 
расположенным в элементарной площадке цикла, так как в противном 
случае можно было бы найти вектор, нормальный к этой элементарной 
площадье и не инвариантный относительно нашего вращения: много- 
образие И„_/‚, геодезическое в А и нормальное к этому вектору, не было 
бы при этом вполне геодезическим. 

Если вращение, ассоциированное с любым циклом, характеризуется 
простым бивектором, расположенным в элементарной площадке цикла, 
то пространство изетропно в точке А. Следовательно, если в простран- 
стве выполняется ансиома плоскости, то оно изотропно во всех своих 
точках. В следующей главе мы увидим, что такое пространство непре- 
менно оказывается пространством постоянной кривизны. 

УТ. Свернутый тензор кривизны. Главные направления 

177. Тензор Римана-Христоффеля может быть свернут по двум индек- 
сам. При этом получается тензор: 

_- R,, — > Rey - 

k 

С помощью формулы (11) легко показать, что этот тензор симметричен: 

R= Rj. 

Второе свертывание дает: 

R= R= DRE 
i, k 

Полученный скаляр называется скалярной римановой кривизной про- 
странства. 

Совокупнасть направлений, исходящих из одной точки и удовлетворяю- 
щих соотношению 

é — S Rij du! du =0, 
tJ 

определяет конус второго порядка, инвариантно связанный с точкой. Мы 
назовем его конусом Риччи. Риччи называет главные направления этого 
конуса главными направлениями пространства в рассматриваемой точке 1). 

  

1) G. Ricci, Direzioni e invaricati principali di una varieta qualunque (Atti R. 
Istit. Veneto, t. 63, 1904, crp. 1233—1239.



182 ГЛАВА VII 

Главные направления становятся неопределенными, если в рассматри- 
ваемой точке пространство изотропно; но обратное предложение может 
не быть справедливым. Однако во всех случаях, когда это обстоятельство 
имеет место, обнаруживается существование изотропии иного рода, более 
широкой, чем изотропия, рассматривавшаяся до сих пор. Обе изотропии 
совпадают в случае п=3. В дальнейшем мы вернемся еще к этому по- 
HaTHIO (n° 196).



ГЛАВА УШ 

ТОЖДЕСТВА БЬЯНКИ 

1. Внешние диференциальные формы 7) 

178. Назовем знакопеременными или, короче, внешними диференциаль- 
ными формами формы, которые встречаются под знаком кратного инте- 
грирования. К этим формам приложимо своеобразное исчисление, о ко-` 
тором мы скажем несколько слов. 

Возьмем, например, в обычном трехмерном пространстве двойной инте- 
грал, распространенный на некоторый участок поверхности: 

«: [= № Pdy dz + Оагах + Вахау. 

Входящие в диференциальную форму 

wo = Рдуаг-+ Qdzdx + Rdx dy 

выражения 4у42, 424х, 4х 4у обладают свойствами, несколько отлич- 
ными от свойств обычных произведений. Если координаты точек поверх- 
ности интегрирования выразить в функции двух параметров а, В; то 
величины а, В можно будет рассматривать как координаты точки неко- 
торой вспомогательной плоскости; при этом интеграл / можно будет 
свести к обычному двойному интегралу, распространенному на некоторую 
область этой плоскости. Чтобы осуществить эту редукцию, символы 

ау 42, dzdx, dxdy 

заменяем соответственно выражениями: 

D(y.2) D(z,x) р.) 
Deaf 2% Dap 914, Таз 9 

Отсюда видно, что 4у42 не может быть тождественно с 424у, так 
как последнее выражение приходится рассматривать как величину, отли- 

чающукся от первого знаком. 
Все это можно представить себе следующим образом. Введем два сим- 

вола диференцирования 4, и 4., положив: 

ди ди ap. 
du = да da, d,u = 08 48; 

1) См. Е. Cartan, Lecons sur les invariants intégraux (Paris, Hermann, 1922). 
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такие символы диференцирования переместительны. С помощью этой 

системы обозначений можем написать: 

4.2 а: х 4х а. у 
‚ axdy= 

4.2 d,x 7 

          

dx day | 

Выражения dy dz, dzdx, dx dy 6e3ycnOBHO можно рассматривать как 
произведения, но как произведения внешние (в смысле Грассмана), так 
как знак произведения меняется при перемене порядка сомножителей. 

Став на более общую точку зрения, можно ввести два произвольные 
символа диференцирования 4, и 4,, подчинив их только условию пере- 
местительности. Если результаты операций 4, и 4, бесконечно малы, то 
можно покрыть поверхность интегрирования сеткой маленьких криволи- 
нейных параллелограмов, каждый из которых имеет соответственно 
следующие вершины: = 

Хх, У, 2; 

x+d,x, ytd,y, 2- 4,2; 

x+dax+dd,x, уф+4у+а.4,у, г а:2 + 4,4,2; 

х+ 4х, Ytdyy, 2+ 4,2; . 

при этом интеграл / можно будет представить как сумму величин 

Р (4, у4.2— 4.24. у) - О (4,24алх— ах 4.2) + R(d,x d,y—d,yd,x), 

` распространенную на все элементарные параллелограмы. 
Во избежание недоразумений условимся помещать внешнее произведе- 

ние диференциалов в прямые скобки, если только это произведение не 
стоит под знаком интеграла (ср. п? 45, 147, 157, 160, 175). 

179. Предыдущие рассуждения распространяются на кратные интегралы 
любого числа измерений и приводят к диференциальным формам, пред- 
ставляющим собою сумму членов вида: 

А [4х, 4х, ... ах]; 

внешнее произведение в прямых скобках может быть заменено определи- 
телем р-го порядка, членами которого служат р символов диференциро- 
вания, обладающих свойством переместительности. Это произведение 
меняет знак, если поменять местами любые два из его множителей (с этой 
точки зрения коэфициент А не может рассматриваться как сомножитель). 

Если мы захотим подчеркнуть, какие именно р символов диференци- 

рования входят во внешнюю диференциальную форму ® порядка р, то 
будем писать: 

o(d,, dy ...,d,). 

Если даны две внешнйе диференциальные формы ©, и ®.„, одна р-го, 
другая 4-го порядка, то мы определим внешнее произведение двух форм
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[2,63] как форму порядка (р 4), которая получается в результате пе- 
ремножения (внешнего) каждого члена первой формы на каждый член 

второй, причем порядок, в котором следуют друг за другом диферен- 

циалы, должен приниматься во внимание. Если, например, ®, — форма 

первого порядка, ®, — второго, и если через и, обозначить их внешнее 

произведение, то, ввоця три символа диференцирования, обладающих 

переместительным свойством, получим: 

из (4,4,4.) = ©, (dy) ©, (dy, 4.) — в, (4,) 0, (4,, dy) + ©, (d5) 0, (d,, d,); 

эту достаточно сложную формулу можно сокращенно записать так: 

03 = [w,0,]. 

180. Существует целый ряд важных формул, позволяющих преобра- 
зовать кратный ‘интеграл порядка р, распространенный на некоторую 
замкнутую область, в кратный интеграл порядка (р- 1), распространен- 
ный на область, для которой предыдущая область служит границей. 
Простейшей из этих формул является так называемая формула Грина: 

д oP ( Pax + Qdy=(( (S2—S) ax dy; (1) 

далее следует формула Стокса: 

( Pix + Qdy + Raz = 

_¢rfaR  aQ dP OR 90 oP =(1 (55—54 42+ (5—9) 424х+ (5; — ду) 4х4, (2) 

затем — форм ула Остроградского: 

\ Pdy dz + Qdzdx + Rdx dy = (\\ (Set Ge + 5c )dx dy dz. (3) 
.) Jw х ду 02 

Аналогичные формулы существуют и в пространствах более чем трех 
измерений. 

Метод, с помощью которого по- Mp 7, 
лучаются все эти формулы, может 
быть изложен весьма просто. Рас- 
смотрим сначала случай криволи- 

нейного интеграла Го (4), рас- 
пространенного на замкнутый кон- pL ln 
тур (С). Пусть (5) — часть nopepx- ! 
ности (в л-мерном пространстве), Фиг. 30. 
ограниченная кривою (С). Введем 
на (5) два символа диференцирования 4, и 4,, обладающие свойством 
переместительности, и представим себе, что (5) покрыта соответствующей 
сетью бесконечно малых параллелограмов. ‹ 
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Если т — вершина такого параллелограма (фиг. 30), если т, и т.— 
вершины, которые получаются из нее в результате операций 41 и 4., 

то, получим: 

(o=o(d), \o=o(d,), 

mem 
(o=\o+d, \o=o(d,) + d, 0 (d,), 

\ o=0 (d,) + d, (d,); 

значит, интеграл Г®, взятый по контуру параллелограма, будет равен: 

о (4,) + [9 (4,) + 4,  (4,)] —[0 (d,) + 4, 0 (4,)] — 0 (4) = 
=d,w(d,)—d, (d,). 

Выражение в правой части равенства является попросту билинейным 

ковариантом диференциальной формы ®. Если, например, Рих есть один 

из членов формы ®, то имеем: 

d, (Pd,x) —d, (P4,x) =d, Pd,x —d, Pdyx = [аРах. 

Таким образом получается формула Стокса: 

| Pax + Qdy + Rdz=\\ dPux + dQdy'+ dRaz, (2) 

которая может быть распространена на случай любого числа переменных. 
Чтобы преобразовать теперь двойной интеграл в тройной, введем 

в трехмерной области интегрирования три символа диференцирования, 
обладающих взаимной переместительностью; это позволит нам покрыть 
область сетью элементарных параллелепипедов. Нетрудно показать, что 

двойной интеграл ff и, распространенный по поверхности одного из этих 
параллелепипедов, равен 

4, в (4, 4.) —а,® (а, 4.) + d, 0 (d,,d,). 

Пусть теперь А4х у — один из членов формы о. Нетрудно проверить 

  

      

тождество. 

4х а ах а.х | . 
a, (4 es )+4, (4 з” "| . (4 oe )= 

day day d,y diy diy dyy 
d,A d,Ad,A 

= | d,x dyx d,x |; 

diy У 4: У 
отсюда следует, что 

\\ Adx dy = \\\ dAdx dy.
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Обобщая этот результат, получаем: если 

= У А, ах, 4х, 

TO — 

\\o= \\\ У dA,,dx,ax,. 

7,7 

Обозначим диференциальную форму третьего порядка, стоящую под 

знаком тройного ингеграла, так: ®’ и будем называть ее внешней произ- 
водной формы о. 

Процесс внешнего диференцирования, установленный для форм пер- 
вого и второго порядка, может быть распространен на любые диферен- 
циальные формы: внешней производной формы 

A [dx, dx, ... dx,] 
будет форма: 

[dAdx, dx, ... dx,]. 

181. Внешнее диференцирование обладает некоторыми важными свой- 
ствами, впрочем весьма простыми. 

Пусть ® —внешняя диференциальная форма, ®' — ее внешняя производ- 
ная, т — множитель — заданная функция переменных. Имеем: 

(то)! = то! + [4то]. (4) 

Действительно, возьмем какой-нибудь член формы ®, например 

А [4х, ... ах}; 

ему в тю соответствует член 

mA |dx,... dx,], 

внешняя производная которого равна, очевидно, 

т[4Аах, ... dx,| + Aldmdx,... dx,]} 

складывая все аналогичные члены, убеждаемся в справедливости теоремы. 

Более общей является следующая формула. Пусть &, и в,— две внеш- 

ние диференциальные формы, порядок которых соответственно равен 

ри. Рассмотрим форму [w,0,] порядка р+ а Лусть 

А [ах, ...4х„, Вау, ... ау] 

— два произвольных члена этих форм. В форме [®,%.] им соответствует 
член 

АВ [4х, ... ах ау, ... ЧУ],
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внешняя производная которого равна: 

B[dAdx, ... dx,dy, ... dy] +A[dBdx, ... dx, 1y,... dy). 

Второй член можно записать так: 

(—ПРА[4х, ...ах,аЗ ау, ... ау. 

Отсюда получается формула: 

[2,63] — [9163] + (—1)? [o, Oa). (5) 

182. Существует важная теорема, которой мы обязаны А. Пуанкаре, 
касающаяся последовательных внешних производных: вторая внешняя 
производная любой диференциальной ‘формы тождественно равна нулю. 
. Если в обычном пространстве мы будем исходить от линейной формы 

wo = Pdx + Qdy + Raz, 

то теорема очевидна. Рассмотрим, В самом деле, произвольную замкнутую 

поверхность (5) и интеграл ff ®’, распространенный на эту поверхность, 
Разделим поверхность на две части (5,) и ($.) с помощью некоторой 

замкнутой кривой (С). Интеграл То, распространенный на (5$.), равен 

интегралу Го, взятому вдоль кривой (C), пробегаемой в некотором 

определенном направлении; интеграл Го и’, распространенный на ($.), ра- 

вен интегралу fo, взятому вдоль кривой (С), но пробегаемой в проти- 

воопложном направлении. Отсюда следует, что интеграл То, распро- 
страненный на всю поверхность (5), равен нулю, какова бы ни была эта 

замкнутая поверхность. Следовательно, внешняя производная от ©’ тожде- 
ственно равна нулю. 

Аналитическое доказательство теоремы Пуанкаре для общего случая 
весьма просто. Пусть 

A[dx,dx, ... dx,] 
“_ 

— произвольный член данной формы &; содтвететвующий член формы о’ 
будет: 

[dAdx, ... dx,]. 
` 

Чтобы найти внешнюю производную этой формы, мы будем рассмат- 
ривать ее как внешнее произведение двух форм: 4А н [4х,. . 4х» |, 
и применим. только что выВеденную формулу (5). Но внешняя производ- 
ная каждой из этих диференциальных форм равна нулю, потому что 4А 
является точным диференциалом, а коэфициент при [4х, ... 4х равен 
единице, т. е. постоянной. 

Справедлива также теорема, обратная теореме Пуанкаре, но нам она 
не понадобится.
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|. Тензорные диференциальные формы 

183. На ряду со скалярными диференциальными формами, которые 
изучались нами до сих пор, полезно рассматривать тензорные диферен- 
циальные формы. 

Будем считать сначала, что мы находимся в евклидовом пространстее, 
отнесенном к определенной декарговой системе координат. Рассмотрим 
р-мерную область интегрирования, с каждым элементом которой связан 
бесконечно малый тензор. Мы предположим, что каждая из компонент 

этого тензора является диференциальной формой порядка р. Если, на- 
пример, дело идет о смешанном тензоре второго порядкЯ; то каждая из 

его компонент будет диференциальной формой в’. Геометрическая сумма 
всех этих бесконечно малых тензоров будет тензором той же природы 

с компонентами Го. 
Можно вычислить внешнюю производную от тензорной диференциальной 

формы, причем, например, внешней произвощной от &” будет (и). 
Если евклидово пространство отнесено к произвольным криволинейным 

координатам, то с каждой точкой пространства будет связана локальная 
декартова система. Чтобы получить абсолютную внешнюю производную 

тензорной формы 6, придется ввести два постоянных вектора с компо- 
нентами Х’и У, и рассмотреть сумму: 

Ух’, в; и 

\ tJ 

эта сумма — скалярная еличина, поэтому ее внепгняя производная будет 

иметь вид: 

DS*X'V,O)' + SV (ax! of] + SX [4 V, . 
т, 7 1,2 tJ 

Поле векторов х, У постоянно, поэтому 

аХхе- > X* of =0; 

dY,— SY, 04 =0; 
Е 

следовательно, искомая внешняя производная будет выражением: 

д —) kj ‚к THY, {в - Хы + 42 }. 
$7 - k k 

Отсюда следует, что абсолютная внешняя производная тензорной 

формы и будет иметь вид: 

= (w’)' _ > [wi wh] + > oy wi}. (6)
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Впрочем, вычисление внешней производной производится точно так же, 
как если бы ‘евклидово пространство было отнесено к определенной де- 
картовой системе координат, Только при этом частные производные коэ- 

фуциентов формы ©; должны быть заменены их абсолютными произ- 
БОДНЫМИ. 

Так, например, если форма 9? линейна: 

o} = > as du*, 

7: 

то мы получим: 

} > J h 
i= Qikh [du аи], 

k, h 

причем тензор а будет тензорной производной от ay, ah будет обо- 
значать индекс диференцирования. 

184. Рассмотрим теперь риманово пространство. Если взять в этом 
пространстве произвольную область интегрирования, то геометрическая 
сумма бесконечно большого числа бесконечно малых тензоров (например 
векторов), связанных с элементами области интегрирования, вообще не 
будет иметь смысла. Но если область интегрирования лежит целиком 
в бесконечно малой окрестности данной точки А риманова пространства, 
то линейный элемент риманова пространства можно будет заменить со- 
прикасающимся с ним в точке А евклидовым линейным элементом. В этом' 
случае тензорный интеграл будет иметь смысл, главная часть его будет 
тензором, заданным в точке А, причем эта главная часть не будет за- 
висеть от выбранной соприка. ающейся евклидовой метрики. 

В частности рассмотрим (р - 1)-мерную область и ее р-мерную границу. 
i 

Тензорный интеграл, элементом которого служит в, распространенный на эту 

границу, будет равен интегралу от П, распространенному на всю за- 

данную область; но в точке А коэфициенты П} связаны с соприкасаю- 

щейся евклидовой метрикой только посредством величин Г», которые 
совпадают с соответствующими коэфициентами римановой метрики. 

Таким образом можно определить тензорный интеграл, распростра- 
ненный на бесконечно малую область риманова пространства; при этом 
операция абсолютного внешнего диференцирования будет производиться 
по тем же правилам, что и в евклидовом пространстве. 

e 185. Рассмотрим, например, векторный интеграл Кам, ВЗЯТЫЙ ВДОЛЬ 

бесконечно малого цикла. Имеем: 

7$ $ o =du, 

I =(da'y' + Slo, du"] = У Гы — Гы) [Чл аш] =0. 
k (kh) 

Поэтому геометрическая сумма векторов .ММ', соединяющих соседние 

точки бесконечно малого цикла, равна нулю.
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Этот результат может быть связан с рассуждениями, изложенными 
в предыдущей главе. Действительно, возьмем бесконечно малый цикл с на- 

чалом в А. Если складывая геометрически векторы ММ’, мы перенесем 
их для этого все параллельно из точек М в точку А вдоль нашего цикла 
(в направлении, обратном принятому нами обходу цикла), то полученная 

таким образом геометрическая сумма будет иметь ту же главную часть, 

что и искомый интеграл. Произведенная нами операция сводится к тому, 

что цикл развертывается на касательное в точке А евклидово простран- 
ство, и уже в этом пространстве складываются геометрически векторы 

ММ’. Но при этом развертывании цикл остается замкнутым; ясно, 

что искомая геометрическая сумма будет равняться нулю. 

186. Легко проверить, что если ®’и @/— две векторные формы, то 

абсолютная внешняя производная формы [w" @] с двумя индексами полу- 

чится как абсолютная внешняя производная произведения, т. е. будет равна 

[TI ] + (— 1)" [w’ 9), 
fy — , 

причем Ё обозначает здесь степень ®', а № и 97— абсолютные внешние 

производные соответственно от ®'’и A, 
В частности, отсюда следует, что абсолютные внешние производные 

форм _ . 

ой = [4и'4и?|, ®” = [ашаи аи], ... 
равны нулю. 

Аналогично доказывается, что если взять, например, две тензорные 

формы ши @/, одну векторную, другую — бивекторную, то тензорная 
форма 

4S — [wo OH] + [59] + [6405] 

будет иметь следующую внешнюю абсолютную производную: 

[1%] + [120 + [169] + (— 1 [16] + [70%] + [6*9*]}, 

причем через № обозначена степень формы и, а через № и 6 — абсо- 
лютные внешние производные форм ®' и HF, 

Ш. Тождества Бьянки 

187. Будем исходить из формул, указанных в п° 157 и 160, дающих: 
формы и 9,, определяющие риманову кривизну: 

| ©: — (1) — У [в], (7) 
k 

Q = (0,4) + > [0,05]. (8) 
_й
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Возьмем внешнюю производную от обеих частей уравнения (7); учи- 
тывая сами эти уравнения, мы придем к новым соотношениям: 

(My = — \ [9 + SF [wii]. (9) 
k А 

Если мы теперь обратим внимание на формулу (6), то увидим, что 
соотношения (9) показывают, что абсолютная внешняя производная 

пензорной диференциальной формы % равна нулю. 

Форма ®— второй степени; поэтому соотношения (9) в системе записи 
абсолютного диференциального исчисления будут выглядеть так: 

Riedy + Risyat Ripa =0 (i, f, & B, Y=], 2 eee 1m) (10) 

действительно, внешняя производная формы 

6 

> a,, [du*dub] | 
(#3) 

имеет вид: 
д да д 

> И се) [dut dus du]. 
wat Oue див 

(apy) 
Ф / 

Соотношение (10) принято называть тождествами Бьянки (Bianchi), 
Тензорная форма Q представляет собою ковариантную запись формы 

0/; поэтому и ее абсолютная внешняя производная равна нулю; это дает 
нам тождества: 

  

К, aay t Rig, 81а + К, {ав — 0, (1 1) 

которые, впрочем, могут быть выведены непосредственно из (10). 
Тензор ®;, или, вернее, тензор —®;, представляет собою систему би- 

векторов, определяющую вращениг, ассоциированное с контуром элемента 
поверхности, лежащей в нашем пространстве. Отсюда сейчас же полу- 
‘чается геометрическое истолкование тождеств Бьянки: 

Если рассматривать трехмерную элементарную область простран- 
ства, то бивекторы, характеризующие вращения, ассоциированные 
с элементами поверхности, ограничивающей этот обзем, дают гео- 
метрическую сумму, равную нулю. 

/ 

ГУ. Теорема Пуанкаре в римановых пространствах 

188. Мы видели (пб 182), что вторая ‘внешняя производная диферен- 
циальной формы тождественно равна нулю; в этом заключалась теорема 
Пуанкаре. В евклидовом пространстве эту теорему можно распро- 
‹транить и на любые тензорные диференциальные формы. В римановом 
тространстве дело обстоит, вообще говоря, иначе.
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Для определенности будем исходить из векторной диференциальной 
ормы с компонентами ®’; Абсолютная внешняя производная ее имест 

вид (п” 183): 

Пе = (9! + У [ев 
k 

Возьмем еще раз абсолютную внешнюю прдизводную: 

(I) + S [oll*); 
k 

вычисление дает немедленно: 

У». 
k 

Мы видим, что в это выражение входит риманова кривизна простран- 

ства, благодаря чему вторая абсолютная внешняя. производная ол 6’ не 
будет, вообще говоря, равняться нулю. 

Дальнейшие абсолютные диференцирования дают; 
$ 

> (9H, 

Dd [Mio], 
k,h 

> [2:14], 
k, h 

Аналогичные выражения мы получим, отправляясь от любой тензорной 
формы. 

. a 
Если в частности ®!= 4и', то внешняя абсолютная производная равна 

нулю; значит, и вторая производная должна равняться нулю, и мы получим: 

Уи =0. (12) 
k 

Это соотношение является следствием симметрии коэфициентов 

i i 
Ги == Глк. 

Если кривизна пространства постоянна, то нетрудно проверить, что 
все суммы 

~ hy 
> [940] 

A 

равны нулю; значит, четвертая производная любой тензорной формы не 
обходимо равняется нулю. 

13 Картан
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\У. Векторные кривизны. Первая их интерпретация 

189. Вернемся к геометрическому истолкованию тождеств Бьянки. Они 
выражают то обстоятельство, что если рассматривать трехмерный элемент 
пространства, то геометрическая сумма бивекторов, характеризующих 
вращения, ассоцированные с элементами поверхности, ограничивающими 
область, равна нулю. 

Здесь дело идет о свободных Сивекторах. Посмотрим, что получится, 
если мы будем рассматривать скользящие бивекторы (пб 19). Тогда 
с каждым элементом поверхности будет ассоциирована система скользящих 
бивекторов 

t 

— > [Mee] 4“. 
ей 

Геометрическая сумма всех этих скользящих бивекторов даст систему 
скользящих бивекторов же и систему свободных тривекторов. первая си- 
стема равна нулю в силу тождеств Бьянки. Остаюгся только свободные 
тривекторы. Интеграл 

т a 4 

—\\ У [Мее 199 
(7) - 

дает, очевидно, систему. 

( ол ki 20 У (auto + дао + дин) [вез 
(19k) 

Условимся говорить, что система тривекторов с компонентами 

ой — — {dui Qh] + [duiQk)] + [du'Q4)} (13) 

определяет мензбрную кривизну рассматриваемого трехмерного элемента. 
Совокупность ее коэфициентов определяет тензор шестого ранга, Вот 
его компоненты: 

Riv 13 19 
Rik = == R; к Юн } Ry; 

Ri; = =! ah + Rip (R = h), 

py — Ri, 

Re, = 0 (i, j, Rk, A, т различны). 

190. Рассмотрим теперь (п > 4) элементарную четырехмерную область 
пространства и тривекторны: (свободные) кривизны трехмерных элементов, 
ее ограничивающих Их геометрическая сумма будет дана абсолютной 

внешней производной формы ®; эта производная равна нулю, потому 
что производная каждой из форм: 4и’ и 9 равна нулю. Итак, геомет- 
рическая сумиа свободных тривектэрных кравизн элементов, ограни- 
чивающих бескочечно малую область четырех измерений, равна нулю.



ТОЖДЕСТВА Бьянки 195. 

Если мы будем рассматривать скользящие тривекторные кривизны, то 
это равенство уже не будет иметь места и мы получим систему свободных, 
квадривекторов с компонентами: 

об — [аш ой] — [илом] + [ди*о*] — [ди^ой | —= 
== — 2{[аш аи] + [даши 9*] + [ашаш9Р] + 

+ [du! du Qs) + [dutduQ) + [dukdu'0'}}. (14) 

Можно считать, что эта cucmema KeaOpuseKMONOs UAU, лучше, ее 
половина, определяет квадривекторную кривизну (свободную) четырех- 
мерного элемента пространства. 

Ясно, каким путем можно продолжать эти операции и как можно опре- 
делить р-векторную кривизну (свободную или скользящую) р-мерного 
элемента пространства. Таким образом мы приходим к следующей общей 
теореме: 
ТЕОРЕМА. Если дана бесконечно малая р-мерная озласть риманова: 

пространства, то геометрическая сумма (р— 1)-векторных свободных 
кривизн элементов ее границы равна нулю; геометрическая сумма. 
скользящих (р—1)-векторных кривизн этих же самых элементов 
равна (с точностью до числового жножителя) свободной р-векторной’ 
кривизне области. 

191. Посмотрим, в частности, что будет происходить в случае беско- 
нечно малой области (n— 1) измерений. Компонентами (п — 1)-векторной 
кривизны будут: 

ой... т — — (dus, .  duin-Qin~sn—1] +t cee 

Имеем; 

Юнис = У А+ в ( (a, B=1, 2, vee n—1), 
(a3) 

Riti,..lin-sin — mt ® 

Ориентируем пространство и обозначим через /45 ковариантные ком- 
поненты векторного дополнения рассматриваемого (п— 1)-мерного эле- 
мента. 

Обозначим далее через 9,43 векторное дополнение (п— 1)-векторной 
кривизны данного элемента. Имеем: 

9i,43 =V 8 (ig --. iwi и — 

“pee . fat . =УЕь ... [У кв УЕ... 1, — 
(af) 

[У НЫ... В). 48 — 

рый 

ыы У вул а. 

(ав) 

еее. 

13*



196 ГЛАВА УШ 

Положим, наконец, 
ih 

R= Rin. 
(hk) 

Имеем: 

g=4R—S Ril =LR— DRA. (15} 
kh k 

Таким образом вводится скалярная риманова кривизна Ю и свернутый 
тензор А;, (п 177). 

Эти формулы можно интерпретировать следующим образом. 
Рассмотрим в евклидовом пространстве, касательном к данному в не- 

которой точке, поверхность второго порядка с центром в этой точке, 
уравнение которой имеет вид: 

У 5! = У хх, — SR XIX = 1. 
ij $ \ iJ 

Назовем эту поверхность индикатриссой Эйнштейна. 
Кривизна (п— 1)-мерного элемента величиною 46 может быть пред- 

ставлена посредством вектофа 49,43, причем 

. = Sul, (16) 
k 

где через [ обозначены контравариантные компоненты единичного век- 
тора. Мы видим, что вектор нормален к диа-метральной гиперпло- 
скости, сопряженной с направлением Ё относительно индикатриссы 
Эйнштейна. 

Общая теорема п° 190 показывает нам при этом, что геометрическая 
сумма векторов, соответствующих элементам границы п-мерной бес- 
конечно малой области, равна нулю. 

Аналитически эта теорема сводится к тому, что дивергеация тензора 
5) равна нулю, т. е. 

У 10 
k 

если п =4, то это — как раз те самые уравнения, которыми в теории 
Эйнштейна дается теорема о сохранении количества движения и 
энергии. Действительно, вектор кривизны трехмерного элемента простран- 
ства (пространства — времени) представляет собою не что иное, как ко- 
личество движения и энергию, содержащиеся в этом элементе. 

Замегим, что формулы (16) дают как частный случай формулы (16) 
п° 166, с помощью которых выражалась кривизна трехмерного про- 
странства. 

192. Главные направления Риччи (п? 177) являются одновременно 
главными направлениями и конуса Риччи и инликатриссы Эйнштейна. 

Теперь можно доказать общую теорему Риччи, которую мы разбирали 
уже для частного случая п =3 (п° 168).
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Представим себе вполне геодезическое многообразие ИУ„.. Если нор- 
маль К этому многообразию переносить параллельно вдоль любого пуги, 
лежащего на У„_|, то она остается нормалью; следовательно, вразцение, 
ассоциированное с любым циклом, лежащим на многообразии, оставляет 
ее неизменной. Таким образои система бивекторов, ассоциированная 
с таким циклом, является касапелной к многообразию. Отсюда не- 
медленно следует, что система тривекторов, связанная с трехмерным эле- 
ментом многообразия, тоже является касательной к ИУ,_,, потому что она 
представляет собою сумму касательных бивекторов. Рассуждение автома- 
тически распространяется на любой элемент многообразия У,„_, какого 
угодно числа измерений. В частности (п—1)-вектор, определяющий 
кривизну (п— 1)-мерного элемента многообразия У,_‚, будет касаться 
У _1, а нормальный вектор 4,46 будет нормален ик У,_/, т.е. нормален 
к нашему элементу. Таким образом нормаль к У, является одновре- 
менно главным направлением индикатриссы Эйнштейна; т. е. главным 

направлением пространства. 

УТ. Векторные кривизны. Вторая их интерпретация 

193. В предыдущем параграф мы определили риманову кривизну 
р-мерного элемента пространства и представили эгу кривизну с помощью 
системы р-векторов. Существует иной способ ее задания, именно посред- 
ством дополнительных (п — р)-векторов, которые мы можем представлять 
себе либо свободными, либо скользящими. Этот второй способ задакия 
предполагает, что пространство уже ориентировано. Мы его уже исполь- 
зовали в случае 

p=n—1 (n° 191). 

Если взять свободные (п — р)-векторы, то теорема п° 190 покажет, что 
сумма свободных (п—р)-векторов, соответствующих кривизне элеЕ- 
ментов, ограничивающих бесконечно малую (р +1). мерную оЭласть, 
равна нулю. 

Весьма примечательно следующее обстоятельство. Вопреки результатам 
предыдущего параграфа, геометрическая сумма соответствующих сколь- 
зящих (п— р)-векторов здесь тоже равна нулю. 

При доказательстве ограничимся случаем р=?; в случае р> 2 при- 
ходится использовать точно такие же соотношения. 

Система бивекторов, характеризующая вращение, ассоциированное 
с элементом поверхности, имеет следующие компоненты; ` 

& 

= — 09, 

а система дополнительных (п — 2)-векторов — следующие: 

0%. .. — — И Qi, 

причем предполагается, что перестановка (14... {,) — четная. Далее, си- 
стема свободных (п —1)-векторов, к которой сводится сумма скользящих
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(n — 2)-векторов, связанных с границей малой трехмерной области, имеет 
следующую ковариантную компоненту: 

хз... = У Вии ы...] — Уи [Чи н..„] + ++. = 
k k 

= —Ve> [dak (gy 2 + B52 + 0 + By 2] = 
k 

= Иг > [du*Q}]. 

k 

Но последняя сумма равна нулю (п° 188) в силу симметрии коэфи- 
циентов Г. То же можно сказать и про остальные ковариантные ком- 
поненты нашей системы. 

194. В частном случае (р=п— 1) эта теорема показывает, что векторы, 
характеризующие кривизны элементов, ограничивающих бесконечно 
малую обаасть п измерений, могут рассматриваться как некоторая 
система сил, находящихся в равновесии. 

При п=4 эта теорема дополняет физическое истолкование гравита- 
ционных уравнений Эйнштейна. Векторы, с помощью которых в меха- 
нике задается «количество движения-энергии», являются на самом деле 
скользящими, а вовсе не свободными векторами. 

В случае п= 3 теореме можно придать замечательную механическую 
форму. 

Пусть А — некоторая точка трехмерного риманова пространства. Свяжем 
< этой точкой локальную прямоугольную координатную систему и рас- 
смотрим некоторую малую область, окружающую точку А. Компоненты 
раз, 94, Гас вектора, связанного с элементом поверхности, ограничи- 
вающей область, будут иметь вид (п° 166): 

р=Киа + К, 38 + К,з1, 

9 — Ky, + Ky43 + Кзз\, 

r= Кз1@ + Ку. В + К:з1; 

а, В, { обозначают здесь направляющие косинусы нормали к элементу 
Эти формулы тождественны с теми, посредством которых задаются упругие 
силы в некоторой непрерывной материальной среде. Мы получаем, таким 

образом, следующую теорему: 
Если представить себе трехмерное риманово пространство как 

некоторую непрерывную материальную среду, причем таким образом, 
чтобы упругое давление на каждый элемент поверхности было равно 
вектору, характеризующему риманову кривизну этого элемента, то 
под действием этих упругих сил среда будет в равновесии. 

УП. Теорема Шура 

195. Предыдущие рассуждения приводят нас, естественно, к вопросу 
о том, какой вид примут теоремы, относящиеся к векторной кривизне, 

в случае пространсгва, изотропного во всех своих точках.
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В этом случае вращение, ассоциированное с элементом поверхности, 

сводится к бивектору, касательному к этому элементу и равному произ- 

ведению этого элемента на скаляр К. Значит, контравариантные комно- 

ненты этого бивектора равны 

еб К [141 44]. 

Выражая, что его абсолютная внешняя производная равна нулю, и за- 
мечая, что абсолютная внешняя производная тензора [4и’ 4и/| — тожде- 
ственный нуль (п? 186), получаем: 

[аКашаш|=0. 

0 
Aut будут равны 

нулю; следовательно, К будет постоянной величиной. Мы получаем сле- 
дующую теорему, доказанную Ф. Шуром !'): 

Риманово пространство с числом измерений п>3, изотропное во 
всех своих точках, является пространством постоянной кривизны. 

196. Существует более общая теорема, относящаяся к пространствам 
с неопределенными главными направлениями, т. е. к таким пространствам, 
во всех точках которых индикатрисса Эйнштейна представляет собою 
гиперсферу. Иначе эти пространства характеризуются тем, что 
в каждой из их точек кривизна во всех (п 1 -мерных направлениях 
одна и та же. 

В случае пространства, обладающего этим свойством, кривизна неко- 
то`ого (п —1)-мерного элемента задается (п—1)-вектором, расположенным 
в той же ("п—1)-плоскости, что и сам этот элемент, и пропорциональным 
последнему. Контравариантные компоненты этого (п—1)-вектора имеют 
ВИД: 

Если п > 3, то при этом все частные производные 

otis s+ in Hf [du dus. .dutn-). 

Абсолютная внешняя производная полученной таким образом тензорной 
формы равна нулю. Значит, 

[dAdu' dus ...du‘a-1] = 0, 
откуда 

0H 

дит". 

  

Следовательно, кривизна Н везде одна и та же. 
Впрочем, имеем: 

S,,=Hg,,=Rei;— Ri, 
откуда 

i : 

R; =0 (i#)/), 
. а 

Ri= J Re=R—-H. 
Ok 

1) F. Sehur Math. Aon., 7. 27, 1886, erp. 563.
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Суммируя по i, получаем: 

2R=n(R—A), 
n—2 

A= > Ю.   

\ 

Следовательно, скалярная риманова кривизна Ю постоянна. 
В случае пл =3 предыдущая теорема сводится к теореме Шура. 
Она близка к теореме гидростатики, в силу которой идеальная жидкость, 

находящаяся в равновесии под действием одних упругих сил, имеет во 
всех точках одно и то же давление. 

В заключение укажем на следующее интересное обстоятельство. Если 
кривизна риманова пространства равна нулю в направлении всех р-мер- 
ных элементов, проходящих через некоторую точку, то все компоненты 
тензора Римана-Христоффеля в этой точке равны нулю. Исключительным 
является только случай р=п— 1, так как здесь наши предположения 

n(n +1) 
2 

приводят к соотношениям. 

R,,=0, 

которые показывают, что свернутый тензор кривизны равен нулю. Про- 

странства, в которых выполняются эти соотношения, являются простран- 

ствами с постоянной кривизной, но только в (п—1)-мерных направле- 

ниях. В теории Эйнштейна пространство-время обладает этим свойством 

там, г)е оно пусто, т. е. там, где нет ни количества движения, ни 

энергии.



ГЛАВА 1Х 

РИМАНОВЫ НОРМАЛЬНЫЕ КООРДИНАТЫ 

\ 

1. Нормальные координаты 

197. Рассмотрим некоторую точку О риманова пространства и пред- 
положим, что с этой точкой связана ломальная прямоугольная система 

координат. Любую точку М, достаточно близкую к О, можно соединить 
с О некоторой вполне определенной геодезической; пусть 4 — направ- 

ляющие косинусы касательной к дуге ОМ, проведенной в точке О. Нор- 
мальными координатами точки М назовем п величин х', которые опре- 
деляются соотношениями: 

x'= a's. (1) 

Практически гсегда можно, отправляясь от любой наперед заданной 
координатной системы (и1,..., и"), определить другую систему, такую, 
что в точке О значения всех координат будут равны нулю, а коэфи- 
циенты &,, фундаментальной формы будут равны единице, если #=/, 
или же нулю, если 1-2]. Для` этого достаточно подвергнуть и’ соответ- 
ственно подобранному линейному преобразованию с постоянными коэфи- 
циентами. Предположим, что это сделано. Тогда мы получим нормальные 
координаты, интегрируя диференциальные уравнения геодезических: 

аи » du® du" 
att Tas as 

k,h 

с начальными условиями u'=0 npx s=0. Тогда: 

i du’ x! =s(F) 

198. Если угодно, формулы (1) определяют отображение риманова 
пространства на пространство евклидово, причем в последнем л’ играют 
роль классических прямоугольных координат. Непосредственно очевидно, 
что любая геодезическая, проходящая через О, отобразится прямою ли- 
нией, а любое многообразие, геодезическое в О, —плоским многообра- 

зием. Евклидово пространство, на которое отображается таким образом 
риманово, называется нормальным евклидовым пространством, связан- 
ным с точкол О. 

Нетрудно видеть, что нормальное евклидово пространство соприка- 
сается с римановым в точке О. .
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Действительно, пусть заданы диференциальные уравнения геодезических 
в нормальных координатах: 

а2х ; ах" ах! 

ds +1 УГ» 45 4 =0: (2) 
К.В 

Они должны выполняться, если вместо х’ подставить а, где а — произ- 
вольные константы; поэтому для любой точки рассматриваемой геодези- 
ческой получим: 

> Ti, aka” — 0. (3) 
k,h 

B yaciHocTH B точке О эти соотношения выполняются, каковы бы ни 
были постоянные а#. Поэтому получаем: 

(Tin), = 0, 

а это как раз и выражает то, что евклидово нормальное пространство 
соприкасается с римановым в точке О. 

199. Вычислим линейный элемент риманова пространсгвза 45* в окрест- 

ности точки О. Положим 

ая = (ах + (ай... + (ад) 
тогда все коэфициенты разности 45—45? будут по меньшей мере вто- 
рой степени относительно х?. Пусть Ф(х, ах) — совокупность членов 
второй степени в разложении формы 452 — 452, которое мы предполагаем 
возможным. Если мы будем перемещаться вдоль геодезической, прохо- 
дящей через О, то получим, очевидно, 45 = 452; более того, 4х? будут 
при этом пропорциональны х* таким образом будем иметь: 

Ф(х, х) =0. 

Это заставляет нас предположить, что форма Ф (х, 4х) является одно- 
родным выражением второй степени относительно величин х4х/7 — xd 1x! 
Вычисление позволит нам проверить это. 

200. Благодаря уравнениям (3) во всех точках пространстьа выпол- 
няются соотношения. 

У Гл =0. 
К, № 

$ 
Коэфициенты Гь равны нулю в точке 0; определим их главные 

части. Величины Гь и Гу, имеют одинаковые глазные части в силу соот- 
ношения 

__ J 

Га = Уз ль 
i
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и предположений, сделанных относительно числовых значений коэфи- 

циентнов &;, в точке О. 
Таким образом мы можем написать: 

> Гу х/ = 0. (4) 
iJ 

Приравнивая нулю коэфициент при х’х/х*, получим: 

г, My, My, 
oxt | axt | axd 

0. (5)   

Но в силу п? 160 имеем: 

9, — O's, + Slo 6, |, 

k 

причем 
€ 

— k 
© = > Гиьах ° 

k 

Таким образом с достаточной для нас степенью приближения имеем: 

ot = QV (9(* Min pig yt ‘=, & (= st) [ .x ax |, 
ox 

откуда 
ЭГ... ОГ.,; __ 

‘acd oat Ringe (6) 
Круговая перестановка индексов дает еще два соотношения: 

  

  

д ди aki (7) 

OD gp ОГ 
bc! aad ois (8) 

Заметим, что из трех соотношений (6), (7) и (8) только два являются 
существенно различными, третье же является следствием первых двух, 
в чем нетрудно убедиться, сложив их все почленно. Решение трех урав- 
нений (5), (6) и (7) дает нам: 

и R,,=—R R.. 2: 
Bk Ат Кид Кр Ми 

Следовательно, ограничиваясь членами первой степени, имеем: 

1 
Г,,; — — 5» (Кид + Кв) х. (9) 

А
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Отсюда с тою же степенью точности: 

1 = — zd (Rent Rie) hdr, (10) 
ik 

Окончательно получаем: 

ag,., — Org + O sy + >) (Кия + Кук) х'ах). 

ЛЕ \ 

Интегрирование дает немедленно: 

1 . 

8, =, + zy Ry jap А" (=, =1 npw r=s; e,,=0 npw r#s). (11) 

7 

Таким образом мы получаем интересующую н?с 6ормулу: 

\ 

45 = 45% + зУ Ю „ам ах’ах”, 
jk r,8 

a“ 
которую можно 3amHcaTb uw HHaye 1): 

dst dst +1 SR, (xtdx — rv"dxd) (td! — ках), 12 
3 js 

(jr), (ks) 

Совершенно ясно, что коэфициентами К», в нашей формуле служат 
константы, а именно числовые значения компонент тензора Римана-Хри- 
стоффеля в точке О. 

201. Формулу (12) можно истолковать геометрически следующим обра- 
`зом. В нормальном евклидовом пространстве рассмотрим весьма малый 
параллелограм ОММ’Р, одна из вершин которого лежит в точке О. 
Пусть х’— координаты точки М, 4х’ — координаты точки Р; тогда 

точка М’ будет иметь координаты х’- 4х'. Этот параллелограм опреде- 
ляет бивектор с компонентами 

pi = x'dxd — xd A x'. 

Формула (12) показывает. что квадрат расстояния ММ’ (457), вычис- 
ленный с помошью римановой метрики, равен квадрату этого же самого 
расстояния, вычисленному при помощи нормальной евклидовой метрики 
(452), увеличенному на величину : 

1 2 ~. 

3 > R sees?” DP 

(7), (ks) 

—— 

  

1) Эта формула впервые была дана Риманом (В. Юетапп, Оезатт. Werke 
1.е1р210, 1876, стр. 261). Доказана она была впервые Дедекиндом в его иримеча- 
ниях к «Сезаште(е \МегКе» Римана (стр. 384—391).



РИМАНОВЫ НОРМАЛЬНЫЕ КООРДИНАТЫ 205 

Но по самому определению римановой кривизны К в данном напра- 
1 

влении, написанная нами сумма равна — -; Ка5*, если через 4$ обозна- 

чить площадь параллелограма. Значит, мы имеем формулу: 

451 = 453 — 5 KdS*. (13) 

Пусть # — расстояние от О до ММ'; тогда 

aS =hds,; 

следовательно, 

dst =dst (1-5 Kn), (14) 
HAH 

45 = 45, (1— 5 Kh). (15) 

Мы видим, что если кривизна А положительна, то в результате ото- 
бражения на нормальное евклидово пространство увеличиваются длины 
всех дуг, лежащих в рассматриваемой элементарной площадке достаточно 
близко от точки О. Если же К отрицательно, то длины соответствую- 
щих дуг уменьшаются. 

|. Симметрия и параллельный перенос 

202. Рассмотрим точечное преобразование, определенное в окрестности 
точки О и переводящее точку М в точку М', лежащую -на продолжении 
геодезической МО на расстоянии ОМ', равном ОМ. Это преобразование, 
которое мы назовем симметрией, вообще говоря, не является изометри- 
ческим преобразованием. Равным образом; каждому вектору, приложен- 
ному в М, это преобразование ставит в соответствие некоторый опре- 
деленный вектор, приложенный в М'; если первый вектор рассматривать 
как скорость движущейся точки, то второй дает нам скорость движения 
симметричной точки. 

В нормальных координатах симметрия точек и векторов выразится 
соответственно при помощи уравнений: 

~ 

(ум 
(Х' = — №, 

Рассмотрим две точки М и М', симметричные по отношению к О 

И лежацие весьма близко к этой точке; рассмотрим также два симмет- 

ричных вектора х и Х', приложенных в Ми М'. Вектор Хх", приложен- 
ный в точке М’, равный и противоположный вектору x’, имеет те же 

координаты, что и вектор Хх. Так как коэфициенты Г. равны нулю в 
точке О, то этот вектор является результатом параллельного переноса 
вектора х из М в М'. Мы получаем таким образом`новую точку зрения 
на параллельный перенос:
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Чтобы вектоп Х перенести параллельно из М в бескочечно- близкую 
точку М', достаточно построить вектор Х', симметричный к Х относи- 
тельно середины О дуги геодезической MM’, и взять вектор x", pas- 
ный по величине и прямо противоположный по напразлению вектору х. 

Мы сейчас покажем, что если перенос производится вдоль дуги гео- 
дезической ММ', то указанное построение дает результат с тэч- 
ностью до бесконечно малых третьего порядка. 
Предположим, — и это не уменьшит общности, — что точка М лежит 

на Ох!, и обозначим через & ее абсциссу. Предположим, что в точке О 
компоненты вектора, который переносится нами, равны (Х”),. Уравнения, 
определяющие параллельный перенос, имеют вид: 

ах: i 
Ах + > XT yy — 0, 

k 

Таким образом, для компонент вектора Х в точке М мы получим: 

X=(X9,— 7 oF (%, (FH) +... 
k 

ox! 

или в силу (9): 
1 

= (фа У Ви, (+... (16) 
k 

Bextop x’ B TouKe M’ umeeT Te же самые координаты с точностью до 
бесконечно малых третьего порядка. Это и нужно было доказать. 

203. Из предыдущего построения вытекает замечательная теорема 
Предположим, что симметрия относительно любой точки пространства 
будет изометрическим преобразованием. Перенесем параллельно из М 
в М' элементарный параллелограм %} с началом в М. Для этого доста- 
точно построить }’, симметричный с Ж относительно середины О дуги 
ММ’, и взять затем параллелограм 3", равный и противоположный 3. 
По сделанному нами предположению кривизна пространства в М’ в на- 
правлении элементарной площадки 3’ и следовательно $”, та же, что 
и в точке М и в направлении $. Таким образом мы получаем следую- 
щую теорему: 

Если симметрия относительно любой точки пространства является 
изометрическим преобразованием, то параллельный перенос сохраняет 
риманову кривизну пространства. 

Обратная теорема тоже справедлива. Мы не будем ее здесь доказы- 
вать 1). Заметим только, что она очевидна в случае пространств постоян- 
ной кривизны. 

204. Используем формулу (16) для того, чтобы оценить ошибку, ко- 
торую мы делаем, взяв вместо риманова расстояния между двумя точками 
расстояние между их отображениями в нормальном евклидовом простран- 

1) Относительно пространств, обладающих рассматриваемым свойством, см. 
E. Cartan. Sut une classe remarquable d’espaces de Riemann (Bull. Soc. math., 1. 54, 
1926, стр. 214—264; т. 55, 1927, стр. 114—134).
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стве. На этот вопрос дает, правда, ответ формула (15), но только 
в случае бесконечно малых расстояний. 

Через точку М (а, 0, 0,...) проведем геодезическую с направляю- 
щими параметрами Х’ и отложим на этой геодезической длину МР =. 
Диференциальные уравнения 

d an 
+2 Tin fe 4 o*" =0 

дают нам: 

. i ‘ 1 . у же, Но — 5 b* Sin) X* X*— 

1 43 (2h 
—52 xl ox! 

h, k,l 

  

) — ST (Tink) + (Tit) (rn | мм. 

Мы видим, учитывая соотношения (5), что коэфициент при 63 имеет 
порядок величины а; что касается коэфициента при 2*, то в силу ($) 
OH равен 1 AVE 

+34 Dd Ruan OX, 
h,k 

если пренебречь членами, содержащими а?. Таким образом с точностью 
до бесконечно малых четвертого порядка, мы получаем следующее: 

1 1 — 1 2 h Vk 

4 (17) 
x! = bX +3 aby R sheik Хх Х* 

hk 

Квадрат евклидова расстояния между отображениями точек Ми Р 
равен: — 

Бо фа + > (д) = 

= У (х*+ за У Ray XX*XE +... = 0 ху, 
tT, h, k 

если пренебречь бёсконечно малыми пятого порядка. 
Обозначая через (Х?), направляющие косинусы направления Х*, пеге- 

несенного из М в О, получим, учитывая (16), с точностью” до беско- 
нечно малых третьего порядка: 

Ус =1 —= а’ > Ry aa (X)y (X)o- 
i uk 

Таким образом окончательно мы получаем: 

1 5—6 [1+3 У К, , (9, (5, |, 
iA 

С точностью до бесконечно малых пятого порядка.
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Предположим, и это не уменьшит общности, что направление (Х*), 
лежит в плоскости х!Ох®: 

a 

(X!),= cos, (X*),=siny, (X*)=0,... 
Получим: 

B82 (1-5 Ka" sintg) = 03(1— = Ka), 

причем через Й здесь обозначено расстояние от точки О до прямой МР 
(в нормальном евклидовом пространстве). Мы приходим таким образом 
к следующей формуле, обобщающей формулу (15): 

1 =, (1—5 Ки), (18) 

причем в скобках мы пренебрегаем членами третьего порядка. 

Ш. Параллелограмоид Леви-Чивита 

205. Леви-Чивита называет параллелограмоидом фигуру, полученную 
слелующим образом: берутся дуги геодезических АВ и АА’, затем плуга 
ВВ’, которая получается в результате параллельного переноса АА’ вдоль 
АВ, и наконец, дуга геодезической, соединяющая точки А’и В' (фиг. 31). 

Если длину дуги АВ обозначить 
а’ 8’ через а, общую длину дуг АД' и 

ВВ' — через 6, наконец, длину 
дуги А’'В' — через а’, то можно 
вывести замечательную формулу, 
выражающую риманову кривизну 
пространства А в направлении па- 
раллелограмоида (который предпо- 
лагается весьма малым) через дли- 
ны а, а' и площадь $ параллело- 
грамоида. 

Чтобы получить эту формулу, 
отобразим нашу фигуру на евклидово пространство, нормальное в точке О — 
середине дуги АВ. Обозначим через Х? направляющие параметры единич- 
ного вектора, касательного к АД' в точке А. С точностью до бесконечно 
малых третьего порядка (п° 202) они равны направляющим параметрам 
единичного вектора, касательного к ВВ’ в точке В. 

Формулы (17) дают нам нормальные координаты точки В’ 

    

    

0 

Фиг. 31. 

ха Ха ра У Киль А", 
k,h 

xt OX 4 8 abt S Rigg XX". 
h,k 

Нормальные координаты точки А’ подучаются отсюда, если а заменить
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на — а. Квадрат евклидова расстояния @’, между точками A’ un В’, если 
пренебречь бесконечно малыми пятого порядка, будет равен: 

аа? (1+3 У Rin XA), 
Положим: kh 

(X1),=cos 9, (X*),=sing, (X*),=0...; 
получим: 

2 — 7 _ 2 4 oink: ag=a (1 3 Kb* sin $) 

и, учитывая формулу (18): 

12_ 2 2 Q oink: 1 а’=а (1— 3 Kb* sin $) (1—= Ka’), 

где через Йй обозначено, очевидно, В $тф. Следовательно: 

а? —= а? (1 — Кб? $1" $) = a*— KS", 

Отсюда мы получаем формулу Леви-Чивита: !) 

2—0 

К==——. (19) 

ГУ. Геодезические треугольники 

206. Употребление нормальных координат позволит нам дополнить 
теорему о сумме углов геодезического треугольника, доказанную в п? 163. 

Рассмотрим в римановом пространстве весьма малый геодезический 
треугольник АВС и отобразим его на евклидово пространство, нормальное 
в С (фиг. 32). Обозначая через а, В, с 
римановы длины трех сторон, через а@х, 
6, С, —евклидовы расстояния между 
вершинами, взятыми попарно, получим: 

а=а, b=b,; 

далее, в силу (18) 

с=6ь(1 —— Kh), 

  

  

rae uepes A обозначена высота, опущенная из С. 
Имеем: 

c? =a* + b*— 2ab cosC, 
откуда 

с —= 2 +68 — 245 со$ С —= Khic?, 

сз — а? р? — 2ab cos C — + KSab зт С. 

  

1) T. Levi-Civita, Nozione di parallelismo in una varleta qualunque (Rend. Circ. 
Mat. Palermo, т. 42, 1917, стр. 201). 

14 Kaptan
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Здесь через $ обозначена площадь треугольника. Эту формулу можно 
иначе записать так: _ 

аа + 5 — 206 сз ( -5). (20) 

Она приводит к следующей теореме, классической в теории поверхно- 
стей !): 

Если в евклидовой плоскости построить прямолинейный треуголь- 
ник, стороны которог> равны по .лине сторонам данного геодезиче- 
ского треугольника, то углы Ау, В,, Су евклидова треугольника будут 
отлячаться от соответственных углов А, В, С геодезического тре- 
угольника-на одну и ту же величину, именно на 1/3К$, где K—pu- 
манова кривизна пространства в направлении элементарной площадки, 
в котогой расположен треугольник АВС. 

207. Складывая равенства: 

  

A,=A— aS | 

By=B—=KS, (21) 
ed 

С. = — 3 К5, J 

получаем: 
n=A+B4C—KS, 

огкуда 
к=ААея. (22) 

Эту формулу мы уже раньше доказали другим путем. 
208. Отсюда можно было бы получить новое доказательство теоремы 

Леви-Чивита относительно параллелограмоида, разлагая последний на 
два геодезических треугольника. Мы ограничимся тем, что докажем этим 

способом формулу Ф. Севери, аналогич- 
a’ ную формуле Леви-Чивита. 

Рассмотрим весьма малую дугу геодези- 
ческой АВ=а; перпейикулярно к ней 
проведем через А дугу геодезической АД’ 
длиною 6; единичный вектор касательной 
к АВ перенесем из А в В и проведем гео- 
дезическую, для которой полученный век- 
тор служит касательной; наконец, из A’ 

Фиг. 33. проведем геодезическую А’В' перпендику- 
лярно к последней. Мы получим геодези- 

ческий четырехугольник, имеющий три прямых угла, именно углы А, В 

и В'. Обозначим длины дуг А’'В’ и ВВ’ соответственно через а’и DO’. 
Проведем диагональ А’В и построим в евклидовой плоскости прямо- 

линейные треугольники А,В,А,, В,В,А,, стороны которых равны соот- 

  

  

р 
Ay g Ur 

1) Darboux, Théorie des surfaces, т. Ш, книга У|, гл. У].
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ветственным сторонам наших геодезических треугольников (фиг. 33), 
Обозначая через $ площадь четырехугольника, получим; 

} 
^ г К 

. == —76 
Л, сп К$ _ 
В1 =5—. 

\ _ 

Непосредственно оценить yron A,B,B, мы не можем. потому что 

a ' ~~, “oN - 

сумма углов АВА и АВВ’ не равна в точности углу ABB' => , так 

как три геодезические ВА, ВА’ и ВВ’ могут и не быть касательными 
к одной и той же элементарной площадке. Однако мы сейчас покажем, 

что с интересующей нас степенью приближения все происходит именно 
так, как будто бы последнее обстоятельство имело место и, значит, 

Рассмотрим, в самом деле, нормальное в точке В евклидово простран- 

ство; возьмем в качестве оси х! направление ВА, в качестве оси х? — 
перпендикулярное ему направление ВВ’. Направляющие параметры 
направления АА’ в точке А в силу формул (16) имеют вид: 

Х* = 0, 

x11 gp —14+1ka ~ $ 12,12 —— 6 ) 

1 
xo = — 6 URis,t9, 

® ® ® ° ° ® e e ® ® e ® ® ® 

Таким образом, используя (17), получаем следующие выражения для 
координат точки А’; 

  

@ 

xt =a— 5 Kab?, 

x* = b, 

] 
x3 —_— 3 Rig,9305", 

Далее, имеем: - 

`` xt ” 

cos ABA =   
| И с? - (22 Раз...’ 

oN . x 

cos B'S A = 3 
И (х1)2 -| (х2)2 -|- (хз)? ... 
  

148
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отсюда получаем, пренебрегая под корнем членами пятого порядка: 

xl x2 
cos B ЯВА — —=———^ a 

cos ABA = ———_——_ —-—— ———_—.,, 
V (x1)3 + (x?) V (x1)2 + (2)2 

  

Мы видим, что с интересующей нас степенью точности все происходит 
так, как если бы геодезическая ВА' имела в В следующие направляющие 
параметры: 

a—+Kab*, b, 0, 0,..., 

т. е. как если бы три геодезические ВА, ВА', ВВ’ были касательными 
к одной И ТОЙ же элементарной площадке. 

, Установив все это, спроектируем фигуру А,В,В,А,, лежашую в евкли- 
довой плоскости, на А,В,. Угол между направлениями A,B, 4 А.В, 

равен ~*~ 5» NoaTomy 

с точностью до бесконечно малых четвертого порядка. Соотношения: 

а—а' = >, 

at+ta'=2a, 

точные соответственно до бесконечно малых четвертого и второго порядка, 

дают при перемножения: 
а? —а'" — KS", 

причем последнее равенство точно до бесконечно малых пятого порядка. 
Отсюда получаем формулу Севери !): 

22 — а" —=_, 

e 

аналогичную формуле Леви-Чивита. 
В силу симметрии получаем вторую формулу: 

K= (23) 

pl2 — $2 K=— 

209. Существуют различные пути, с помощью которых можно получать 
формулы, аналогичные формулам Леви-Чивита и Севери. 

Возьмем, например, дугу геодезической АВ длиною а и другую дугу 
геодезической АА’ длиною 6, перпендикулярную в точке А к первой. 

F. Severi, Sulla curvatura delle superficie e varieta (Rend. Circ. Mat. Palermo, 
42, 1917, стр. 227—259).
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Перенесем параллельно дугу АА' из Ав В; она опишет участок поверх- 
ности АВА’В’, сторона которого А’'В' не будет, вообще говоря, геоде- 
зической (фиг. 34). , 

В евклидовом пространстве соответ- 4 8 
ствующая площадь будет 

  

  

  

          

S, = ab. $ А 

м 
Постараемся оценить площадь, кото- р 1 

рую имеет эта фигура в римановом про- 

странстве. 
Разобьем эту площадь на малые части, 4 “Dg в 

проведя траектории достаточно большого 
числа точек М дуги АА’ и отметив до- Фиг. 34. 
статочное число промежуточных поло- 
жений этой дуги. Элемент площади РОЮ$, полученный таким образом, 
соответствующий смещению по АВ, равному 4х, измеряется произведением 

РО.Р5, 

потому что траектория точки М пересекает различные положения геоде- 
зической АА’ ортогонально. Обозначим длину АМ через у. В паралле- 
лограмоиде Р@ар с основанием ра длиною dx имеем: 

PQ? = dx? — Кузах?, 

откуда 

PQ= dx (1 ~> Ку); 

следовательно, элемент площади равен 

ахду (1 ~* Ky), 

Таким образом мы получаем: 

6 

1 1 
5=а \ (1 — 3 Ky") dy= ab (1 — Ke), 

0 
ИЛИ 

5= 3 (1—5). 

Мы приходим, таким образом, к новой формуле: 

$5 —$ _К 4 
$ 6’ (24) 

Эту формулу можно проверить на сфере радиуса А; несложное вычисле- 

ние дает здесь: 

5 = Казт-в=аь (1 — та +...)-
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V. Круги, сферы; гиперсферы 

210. Выведем некоторые новые формулы, в которые войдет кривизна 
пространства в направлении плоского элеменТа более чем двух измерений. 

Рассмотрим сначала поверхность, геодезическую в точке О, и окруж- 
ность с центром в О, которая получится, если на всех геодезических, 
исходящих из О, отложить постоянную длину А (достаточна малую). 

Мы всегда можем предположить, что геодезическая поверхность опре- 
делена в нормальных координатах уравнениями: 

Тогда на этой поверхности имеем: 

ds? == (dx)? + (dx?) — + K (x'dx* — x*dx')?, 

причем через К обозначена кривизна пространства в точке О и в напра- 
влении рабсматриваемой геодезической поверхности. 

Площадь 3[ круга радиуса Ю дается двойным интегралом: 

№ с ах1ах*. ~ 

Вычислим г. Имеем: 

Пк = Коха | и, 
&=| | =1—3 А”; 

ки 1—3 ^ (2) 

  

через г здесь обозначено расстояние от текущей точки до точки О. 
Вводя полярные координаты, получаем: 

  - = \ (1 —5 К”) и = та — 1, KR. (25) 

Обозначим через 3, площадь евклидова круга радиуса Ю. Получим: 

96 (1 — 5 КА), 
или иначе 

%—9% _ К .. 
WR ~~ 12° (26) 

_ 

Эта формула позволяет определить риманову кривизну А’ посредством 
площади 9 круга радиуса Ю. Эта площадь меныше соответствующей 
евклидовой площади, если кривизна положительна, и больше ее, если кри- 
визна отрицательна.
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Длина © окружности получается весьма просто из формулы (25). Дей- 
ствительно, 3{ есть функция раднуса, производная которой, как раз рав- 
няется (©. "Значит, / 

1 1 6 = 6, — 3 Кез == ©, (1 —5 КА); 
охсюда 

G&—S_ K (27) 
—— 

_ ©: `6' 
% 

211. Рассмотрим теперь трехмерное многообразие, геодезическое в точ- 
ке О; не уменьшая общности, можно предположить, что оно определено 
уравнениями: 

x's... = <*— 0, 
< 

На этом многообразии имеем: 
$ 

ds? = (dx!) + (dx*y" + (4x8) | Валь ах — зая +...]. 

Объзм ИУ сферы с центром в О радиуса Ю дается тройным’ инте- 
гралом: 

\\( Vg artaxtax’, 

распространенным в нормальном евклидовом пространстве на обычную 
сферу того же радиуса с центром в О. Обозначая через |;; коэфициенты 
формы 45% — 452, получим: 

& = 11 Ра + 13 =1-+Ф (Хх, Хх), > 

где Ф — однородный многочлен второй степени. 
В интеграле 

\ \\ И ах ах = +5 ( \ | @ (x!', x, x?) dxtdxtd x! 
2 
e 

достаточно рассмотреть те члены выражения Ф, которые представляют 
собою квадраты координат, так как остальные при интегрировании да- 
дут, очевидно, нуль. С другой стороны, в силу симметрии имеем: 

( ( \ (x1)*dxtdx2dx3 — (\\cepractartact — 
e 

TR, 

c
l
 

= \\ \ (x°dxidxtdx’ — 5 \ ( \ Pdxidxidx’ = 
<. 

Нам остается подсчитать сумму коэфициентов тех членов Ф, которые 

содержат квадраты координат. Эта сумма, очевидно, равна 

а (Юзз2з -+- Юзьза - Аа, 12).
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Окончательно получаем: 

V=V,+ = (Ros,23 + Rsi,31 + Riz,12) TR’. 

Но величина — (Юз эз -- Юзиз1 -- Ю12.12) представляет собою (пб189) отне- 
сенную к единице объема кривизну К пространства в направлении рассма- 
триваемого трехмерного плоского элемента. Таким образом мы можем 
написать: 

— K pe 
Уи (1—5) 

ИЛИ 

fore =X. (28) oR? 15 

Мы видим, что изменение, которое испытывает объем весьма малой 
сферы, при переходе от `евклидова пространства к риманову, зависит 
только от кривизны пространства в направлении трехмерного плоского 
элемента, содержащего сферу. 

Переходя от объема к поверхности, находим сеичас же при помощи 
пиференцирования: 

$%—$_К 
55а — 9. (29) 

212. Предыдущие формулы обобщаются без всякого затруднения на 
случай поверхности и объема гиперсферы радиуса №, лежащей в много- 
образии У,, геодезическом в точке О. Не уменьшая общности, можно 
предположить, что это многообразие определено уравнениями: 

Здесь мы получим: 

V= УЕ + Чат + oo. + Ypp) | жа. .ax?, 

причем интеграл распространен на гиперсферу с центром О радиуса R 
в нормальном евклидовом пространстве. 

В коэфициентах 7„ можно ограничиться только квадратными членами. 
Вместе с тем имеем: 

\ (хозажмаха.. dx? =— ( ridx'dx*...dx?, 
«/ 

Обозначим через 
У, = агР 

(где а — соответствующим образом подобранная постоянная), выражение 
для объема евклидовой гиперсферы радиуса г; поверхность ее равна: 

ау, - 
S, —= — раг?“!.
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Имеем: 

  
ag yl _{ 72 _ 2411. _Р 0+8 a [ Pdxt...dxP=\ PS (r)dr=pa |r dr— баг 5 Vol. 

Сумма коэфициентов квадратных членов в выражении 11; + {ил.- + Е Тр 
равна 

2 “< 2 
5 У Ri, iy ~ 3 К; 

бт 

К здесь — кривизна в точке О и в направлении многообразия У, 
Таким образом получаем: 

V=V,— KVR’, 
3(p +2) +5 

откуда, далее, yy K 
6 — 

И ^ З(р-+2)* (30) 
  

Наконец, диференцируя равенство 

1 . 
У За а", 

получаем: к 
-1 —_ __ 2 S=paR?'—-5 KaR? = S,/ 2), 

откуда Ш к 
0 1 а =. (31) 

— 

  

1) Общие формулы этого параграфа впервые былн выведены Вермейлем. Н. Уег- 

). mel, Gott. Nachrichten (1917, crp. 354—344
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ОБ АКСИОМЕ ПЛОСКОСТИ И КЭЛИЕВЫХ ГЕОМЕТРИЯХ 

Изучая аксиому плоскости (гл. У), мы неявно подчинили геодезиче- 
ские поверхности риманова пространства некоторым условиям анали- 
тического характера, с которыми теперь познакомимся ближе. В даль- 
нейшем мы будем предполагать, что коэфициенты фундаментальной формы 
допускают непрерывные частные производные пергого порядка; это 
‘обеспечиг нам непрерывность коэфициентов 2;. Предположим, кроме 
того, что эти величины обладают свойствами, вполне достаточными для 
того, чтобы: 

1° Диференциальные уравнения геодезических 

i k yh . a+ Sr du” du —0 (1) 

ds? kh ds ds 
kh 

имели одно и только одно решение, соответствующее данным начальным 
условиям 

Чи =(v'), при $=0; ” Ш = (u’),, ds 
\ 

2° В достаточно мадой области пространства через любые две данные 
точки проходила одна и только одна геодезическая. 

Оставим в стороне вопрос об отыскании аналитических условий, ко- 
торым должны удовлетворять коэфициенты &,, для того, чтобы про- 
странство обладало указанными свойствами. Для этого, очевидно, до- 
статочно, чтобы они допускали непрерывные частные производные двух 
первых порядков. 

Поставим себе задачу выяснить, каким образом выполнение условий 
1? и 2° иаксиома плоскости влекут за собою возможность геодезического 
отображения на обычное пространство. 

Положим п=3 и будем писать и, ©, ® вместо uw}, и”, из. 

1. Основные факты 
1. Если положить 

(2) 
, t ! X=US, Y=U,S, Z=W,)S, 

где через и’, V4, и, обозначены начальные значения производных от
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неизвестных функций и, 9, ®, то уравнения геодезических, проходящих 
через данную точку А (их, 9,, ®,), можно будет записать так; 

ии, = f(x, У, 2), 

9—5 = & (х, У, 2), (3) 

W— WwW, =h(x, y, Z). 

Формулы (3) определяют отображение оиманова пространства на нор- 
мальное евклидово пространство (гл. [Х). 

В силу условия 25°, уравнения (3) разрешимы относительно х, у, 2 
(если разности и — и, 9—9,, и — %, достаточно малы). - 

2. Предположим, что в рассматриваемой области риманова простран- 
ства коэфициенты Г%, не превосходят по абсолютной величине некоторого 

постоянного числа М. Рассмотрим дугу геодезической, лежащую целиком 
в этой области. Обозначая через $ криволинейную абсциссу, получим: 

ищи + и" (05) (0<1<1) 

Далее, обозначая через и, 9, % координаты точки на геодезической, 
криволинейная абсцисса которой равна 05, имеем: 

и" (9$) = —T!, (a, v, w)[u' Os)P—... 

Если и’, 9, и принимают во всех точках рассматриваемой области все- 
возможные значения, совместимые с требованием, чтобы вектор (и', ®’, <”) 
был единичным, то правая часть этого равенства остается меньшей, чем 
некоторая постоянная величина ВМ, где Ёй зависит только от коэфициен- 
тов &;,. Мы получаем таким образом: 

- 

i 

u— Uy, = u's +5 0AM", 

9—9 =9,5 + 5 Oy Ms?, (4) 

) 
, 1 У 

W— Wy = WS + > ),4Ms*, 

причем 

10, |< 1, 10,<1 0<%1. 

Отсюда легко выводится, что если перемещаться по поверхности, гес- 
дезической в А (1, Vp, %.), и если через. д, [, [3 обозначить кова- 
рнантные компоненты единичного вектора нормали к поверхности вточке А, 
то будут иметь место неравенства вида: 

| 2, (4 — uy) +1,(0 —v,) + 1, (w—w,) |< ЕМ[(и-— и -+ 

+ (о — V,)" + (w— Wy)"; (5) 

в которых через А обозначен некоторый постоянный коэфициент.
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3. Рассмотрим теперь содержащую данную геодезическую линию \ 
поверхность (5), геадезическую во всех точках этой линии. Докажем, 
что единичный вектор нормали к (5) в некоторой точке кривой (1) 
при параллельном переносе вдоль этой кривой остается нормальным 
к поверхности. 

Не уменьшая общности, мы можем предположить, что геодезическая (1) 
определена уравнениями и=х®-—=0; отсюда следует, если учесть еще (1), 
что во всех точках (‘]) выполняется соотношение; 

зз = Гзз =0. 

Ковариантные компоненты единичного вектора нормали к (5) в некоторой 
точке кривой (`]) имеют вид (1, /., 0). Докажем, что во всех точках 
кривой (]) удовлетворяются равенства; 

и: — АГ: — LD, =9, 

6 
a 1,11, — 402, =0, (8) 

— АГ — Г, =0. —
 

e
n
 

en
 

Третье соотношение выполняется автоматически. Чтобы доказать первые 
два, возьмем некоторую точку А кривой (‘) и предположим, что в этой 
точке ч/—=0. Сделаем такую замену переменных, чтобы в точке А 
все Г 5 превратились в нуль (п° 84). При этих условиях достаточно будет 

показать, что в точке А справедливы равенства: 

ай _ 
dw 9» 

dl, _ 
dw = 0. 

Эти равенства по существу сводятся к одному, так как соотношение: 

И 2 + 229 =1 

при диференцировании дает (в точке 4): 

dl (2 + 2") 1 о (Е, 8" 1.) 5 oo | 

Если, например, мы предположим, что уравнение элементарной площадки, 
касательной к (5) в А, имеет вид 4и=0 (1, =0), то нам нужно будет 
доказать, что 

dl, 
dw 0, 

lo 
или, иначе, что отношение wD стремится к нулю, когда W CTPeCMHTCH 

к нулю.
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Рассмотрим определенную геодезическую (\"”), проходящую через А 
и лежащую на поверхности (5), причем пусть: 

ии =0, uy=b40, w=cK0. 

Возьмем сколь угодно малое положительное число 1; найдется такая 
эбласть (0), окружающая точку А, внутри которой непрерывные козэ- 
фициенты Гу будут по абсолютной величине меньше чем 1. Тогда вслед- 

ствие уравнений (4) мы получим для геодезической (\’): 

и = = 0, ys", 

Vv =bs+ 5 Ans’, 

W=cs + 5 0.15%. 

Но , рассматриваемое как функция от $, допускает непрерывные 
производные двух первых порядков; значит, то же можно сказать про $5, 
если рассматривать его как функцию %. Обозначая через А’ постоянный 
коэфициент, можем написать: 

и —= 91, 

b rae (7) 
v= и + (ih nw’, 

причем 

<1, [<1 
Дадим 1 постоянное значение %, и рассмотрим соответствующую 

точку геодезической (\’), причем на поверхность (5$) будем смотреть 
как на геодезическую в точке (0, 0, ®,). В силу соотношений (5) по- 
лучим: 

[Ди 59| < #1 (м + э*), 
ИЛИ 

| „> + п’ (0.1 + 0/4) | < Е: [(2 + OL A's 1, ) 2 4 ОЗ’? 

или еще иначе: 
- 

b b2 } ! ! b 7 7 a 7 7 Z| <i [By + 6.6 + [ (2 +65) + 0,%0'203 |.   

Наконец, мы можем написать: 

6 by 
— — A 
C W < 21, 

  

  

причем через А мы обозначаем некоторое определенное число, не зави- 

сящее ни от \, ни от 4, ни от [, ни от (..
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Это неравенство показывает, что если 1 — положительное наперед за- 

данное сколь угодно малое число, то всегда можно выбрать &‹ настолько 
[ 

малым, чтобы отношение =. было по абсолютной величине меньше, 
1 

с [ 
чем Als a. Это и значит, что - стремится к нулю вместе с м, — 

предложение, которое мы хотели доказать. 
4. Из предыдущей теоремы сразу вытекает следствие: 
Если две поверхности (5.) и (5.) пересекаются вдоль геодезиче- 

ской (1) и если они обе являются геодезическими во-всех точках кри- 
вой (7), то они пересекаются под постоянным углом. 
`Действительно, единичные нормальные векторы к (5,) и (5.) в неко- 

торой точке кривой (у) остаются таковыми, если их параллельно пере- 
косить вдоль (7); следовательно, угол между нормалями к поверхностям 
постоянен вдоль всей (1). 

I 

II. Теорема Шура 

5. Из доказанных только что Теорем следует, что вполне геодезиче- 
ская поверхность, определенная как гео езическая в каждой своей точке, 
допускает повсюду касательную элементарную площадку, притом изме- 
няющуюся непрерывно. 

Если все поверхности, геодезические в точке А, являются вполне геоде- 
зическими, то нетрудно видеть, что всегда найдется поверхность, геодези- 
ческая в 4 и проходящая через данную геодезическую линию (по крайней 
мере в некоторой достаточно малой области, окружающей точку А). 
Действительно, пусть (]) — геодезическая линия, М — одна из ее точек. 

Через точки А и М проходит геодезическая (‘”); рассмотрим единичный 
вэктор, нормальный в Мик (1) ик(71’), и перенесем его параллелько 
из Мв А вдоль кривой (\'’). Существует поверхность (5$), геодезическая 
в Ди нормальная в этой точке к нашему вектору; эта поверхность 
будет геодезической вдоль (1’; нормаль к ней в точке М будет 
согласно п?3 нормальна не только к (1'), но и к(1); геодезическая (у), 
касательная в (М) к ($), будет, таким образом, целиком лежать на по- 
верхности (5), геодезической в М. 

Теперь мы можем доказать теорему Шура, в силу которой простран- 
ство удовлетворяет аксиоме плоскости, если существуют две точки А, В 
такие, что любая поверхность, геодезическая в одной из этих точек, 
является вполне геодезической (п° 112). 

Прежде всего мы можем, как это было сделано в п°113, с каждой 
точкой пространства /М связать шесть величин х, у, 2; х', у’, 2', при- 
чем каждая тройка определена только дд числового множителя. В тексте 
мы доказали важное соотношение, связывающее эти величины, причем 
мы опирались на свойство, по которому четыре геодезические поверх- 
ности, проходящие через АВ, имеют и в А ив В одно и то же ангар- 

моническое отношение. Доказательство, данное нами в тексте, не может 
быть применено здесь. Но благодаря теореме, доказанной в п54, это 
свойство очевидно, потому что углы, под которыми нами поверхности 
пересекаются в А, те же, под которыми они пересекаются и в В.
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Таким образом мы можем считать установленным общий результат, 
сформулированный нами в начале п’ 114. С хаждой точкой простран- 
ства можно связать такие четыре однородные координаты 5, У, 
7, Т, что любач вполне геодезическая поверхность, проходящая через А, 
будет определена уравнением, линейным относительно Х, У, 7, а лю- 
бая вполне геодезическая поверхность, проходящая через В, — уравне- 
нием, линейным относительно Х, ТУ, Т. Следовательно, любая геоде- 

зическая, булучи _ пересечением двух таких поверхностей, определяется 
системой уравнейий, линейных относительно Х, 7, 2, Г. Иными словами, 
риманово пространство допускает такое отображение на обыкновен- 
ное пространство, при котором геддезическим соответствуют пря- 
мые линии. 

6. При этом вовсе не очевидно, что плоскости обыкновенного про- 
странства будут служить отображением геодезических поверхностей про- 

Y @Z 

ТТТ 
обычного пространства будут функциями координат и, 9, ® пространства 
Римана, — функциями, ’рирзда которых нам неизвестна. Вследстви> 
этого нельзя быть уверенным в Том, что геодезические, касательные 
К Одной и ТОЙ же элементарной площадке в пространстве Римана, ото- 

бразятся в обычном пространстве прямыми, лежащими в одной и той 
же плоскости. 5 

Убедимся, что это обстоятельство действительно имеет место. Для 

доказательства рассмотрим точку Р риманова пространства и ее образ Р’ 
в пространстве обычном. Любая геодезическая, выходящая из Р, опре- 
деляется взаимными отношениями трех величин (4и, 49, 4); точно так 
жг соответствующая прямая определяется взаимпыми отношениями трех 

странства Римана; действительно, неоднородные координаты 

величин 41, 4и, 4+, если через &, т, © обозначить хотя бы отношения >, 

==, =. Будем считать (и, 4%, 4 с одной стороны; 43, ат, 4 —с дру- 

гой, однородными координатами двух точек 7 и т’ некоторой плоско- 

сти (ПП). Пусть а и 6 — соответствующие точки геодезических РА, РВ; 
пусть а’, 6’ — соответствующие точки прямых Р'А’, Р'В’. 

Любая элемептарная площадка риманова пространства, проходящая 
через Р, отобразится на плоскости (11) прямою 4; любая элементарная 
площадка обычного пространства, проходящая через Р’ — прямою a’. Если 
прямая & проходит через а, то проходящая через Р элементарная пло- 
щадка, касательная ко вполне геодезическ.й поверхности, проходящей 

через А, отображается на элементарную площадку, проходящую через Р’ 
и лежащую в плоскости, проходящей через А’. Следовательно, каждой 
прямой, 4, проходящей через а, соответствует прямая 4', проходящая 
через а’. Точно так же любой прямой 4, ' роходящей uopes b, coomsem- 
ствует прямая Ф, прохоэящая через Ь'. Наконец, ангармоническое 
отношение четырех прямых 4, выходящих из а (или из 6), равно ангармо- 
ническому отношению четырех соответствующих прямых 4’, выходящих 
из @’ (или из`#’);. действительно, ангармоническое отношение четырех 
прямых 4, выходящих из одной и той же точки, равно ангармониче- 
скому отношению четырех элементарных. площадок, отображением кото- 
рых они являются.
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7. Установив это, рассмотрим произвольную прямую 6 плоскости (П), 
(соответствующую поверхности Х, геодезической вР); отыщем геометри- 
ческое место точек т’ соответствующих разным точкам т прямой 6. 
Пусть т, — точка пересечения би 45, ат,, т, и т, —три какие-либо 
иные точки 9. Ангармоническое отношение четырех прямых (а. тут.тотз) 
равно ангармоническому отношению в А четырех геодезических поверх- 
ностей, проходящих через геодезическую линию АР; значит, оно равно 
ангармоническому отношению этих же четырех поверхностей в точке Р; 
следовательно, оно равно ангармоническому отношению четырех прямых, 
по которым эти поверхности пересекаются с У. Тот же результат полу- 
чится, если взять ангармоническое отношение четырех прямых (5.тут,тот,). 
Точно так же получим: 

(а’-тотутз тз ) = (b'. mom mzms3); 

следовательно, точки 701, 12, 73 лежат на одной прямой. Таким обра- 
зом прямой 8 соответствует прямая 9". 

Соответствие (mm') sp плоскости (Ш) обладает тем свойством, что 
любой прямой соответствует прямая; отсюда следует, что любой элемен- 

‘тарной площадке риманова пространства соответствует площадка про- 
странства обычного. Следовательно, поверхности риманова простран- 
ства, отображениями которых в обычном пространстве служат 
плоскости, являются вполне геодезическими поверхностями. Таким об- 
разом в римановом пространстве установлена аксиома плоскости. 

8. Более того, точечное соответствие (т, т’) в плоскости ЦП является 
проективным соответствием. Иными словами, двигаясь вдоль любой гео- 
пезической, выходящей из точки Р, мы получим: 

du _ dv — dw 
X У ОХ Y.,,2 аа та са ата га 
  

= a 2 ат т а = 

Таким образом, в обычном пространстве, на которое производится 

отображение, косинус угла между двумя направлениями будет иметь 

такой же вид, какой он имеет в декартовой системе координат, изотроп- 

ным конусом которой служит некоторый вполне определенный конус 

второго порялка. 

Можно добавить еще, что если перемещаться вдоль прямой d= 

Z Au Av Aw 
—=4--=0, то величины ХХ будут стремиться к опреде- 

—- 

Г Г Г 

ленным пределам; иными словами, координаты и, 9, в допускают по отно- 

шению к x ; -- , =. частные производные первог» порядка, и наоборот. 

Чтобы перейти теперь к кэлиевым геометриям, мы можем рассуждать 
< этого момента точно так же, как делали это в тексте (пбп° 152 — 154). 
Таким образом, любое римлново пространство, удовлетворяющее 
‚аксиоме плоскостч, является либо-локально-евклидэвым, либо ло- 
кально-сферическим, либо локально-гипербо 1ическим. 

 



ПРИБАВЛЕНИЕ П 

О ЛИНЕЙНОЙ РИМАНОВОЙ КРИВИЗНЕ 

В гл. УГ мы показали, что риманова кривизна проявляется при раз- 
вертывании пространства вдоль замкнутого контура. В случае контура, 
ограничивающего весьма малую площадь около данной точки, кривизна 
эта зависит от направления площадки; если направление дано, то кри- 
визна пропорциональна величине площадки. Можно сказать, что риманова 
кривизна является суперфициальной величиной (т. е. величиной, связан- 
ной с некоторым элементом площади). 

При этом мы предполагаем, что коэфициенты 8,, фундаментальной 
формы допускают непрерывные частные производные двух первых по- 
рядков. 

Мы увидим, что дело будет обстоять иначе, если не сделать такого 
предположения. Ограничимся изучением наиболее простого случая, когда 
в некоторой области риманова пространства коэфициенты &;, допускают 
непрерывные частные производные двух первых порядков всюду, за исклю- 
чением точек некоторой поверхности (2%), пересекающей область. Мы 
предположим, что во всех точках этой поверхности коэфициенты #;, 
имеют непрерывные частные производные первого порядка, но что при 
этом нормальная производная разрывна. Выражаясь точнее, скажем, 
что функция 2;, допускает в точке /М поверхности (>) производную 
в любом направлении, но производные в двух прямо противоположных 
направлениях, нормальных к (>»), не равны между собою, тогда как две 
производные, взятые во взаимно-противоположных направлениях, каса- 
тельных к (>), между собою равны. 

Ничто не мешает предположить, что поверхность (») опрелелена 
уравнением и3=0. Назовем стороны поверхности (») положительной 
и отрицател: ной стороной. Если индексы Ги /] фиксированы, то кова- 
риантный вектор 

(= } —_ (= 

ди* } + ди ] _ 

будет, по предположению, нормален к поверхности: его первые две кова- 
риантные компоненты (& =1 и 2) будут равны нулю. Если обозначим 
через й,, конечное приращение нормальной производной, которое она 
получает при переходе с отрицательной стороны поверхности на поло- 
жительную, то получим: 

де; ; де}; ] ( 817 _ ( =) — Ny ye (1) 
диз }. диз ]- 233 

  

15 Картан
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Обозначим через Н,,, разность между значениями Г}, на положитель- 
ной и на отрицательной стороне поверхности (>); тогда без труда по. 
лучим следующие значения для Н/\,: 

Ни; = 0, (i, К, j= 1, 2) 

НН ti (i, j=1, 2) iag — FF gig = 75 Vee’ » j=}, 

Ay, (2) 
F145; = 0, Па у» Gi=1, 2) 

— 1 з_ 
Нззз = 9 Ves J 

Установив это, рассмотрим малую дугу кривой ММ’, лежащую на по- 
верхности (>). Возьмем вектор (Х,), приложенный в М, и перенесем 
его параллельно вдоль дуги кривой ММ’ по отрицательной стороне (>), 
а затем — вдоль ММ чо положительной ее стороне. В результате пер- 
вого переноса компоненты вектора принимают значения (У’), которые 
даются формулами: , > 

у =! — > Х* (Гу,)_4и", 
k, r 

а в результате второго — значения (2“), данные формулами: 

Z=Vi+ SY Cin) ди" = + У Х*Ньаи". (3) 
Кг Кг 

Заметим, что в силу соотношений (2) коэфициенты Н,,,, третий индекс 
которых г отличен от трех, удовлетворяют соотношениям: 

Hy ip = —Ньь. 
ur 

Отсюда следует, что в результате такого параллельного переноса 
наш вектор испытает бесконечно малый поворот, ковариантные ком- 
поненты которого имеют вид: 

9 

9; = > A,,,du’. 

г 

Без труда находим: 

а, = 0, ) 

Ay3= —5 ve (h,,du! + h,,du*), | 4) 

аз = —5 у (h,,d@u' + h,.du). 

Таким образом мы видим, что с любой злемгнтарной дугой кривой, 
лежащей на (>), связано некоторое вращение вокруг оси, касательной
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к (>), определяющее собою то, что можно назвать линейной рима- 

новой кривизной пространства в направлении этой кривой. 
Если через 45 обЪзначить длину дуги кривой, через 1, а — направляю- 

щие параметры ее касательной, то простое вычисление покажет, что вну- 

треннее произведение вектора ММ’ на бивектор, характеризующий вра- 
щение, равняется: 

1 5 [ays (2a!) + 2h, gdutdu? + hy, (du) =? », 

— 5 [Ay (a*)? +- 2h, .ata? + Nyy (a?)*] ds?. 
Скаляр 

K=5 [Ay (a)? + 2h,.a'a? + hy, (a")?] (5) 

представляет собою риманову кривизну пространства в направлении (ай, а?); 
это выражение связано с разрывностью нормальных производных трех 
коэфициентов; 2:., 821, о, определяющих метрику на поверхности. Если 
на нормалях к нашей поверхности во всех точках нащей дуги отложить 

в обе стороны весьма малую длину в, то мы получим две новых дуги 
длиною соответственно 45, и 45_. Имеем: 

ds? + do2 — 2452 — lim do, + de_— 2ds- 

K=lim ads eds 
eo— 0 

    

Кривизна К представляет собою сумму коэфициентов удлинения 
дуги кривой, лежащей на поверхности, которые получаются, если 
перемещать эту кривую нормально к поверхности в обоих направле- 
ниях.



ПРИБАВЛЕНИЕ Ш 

О НОРМАЛЬНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ ИЛИ НУЛЕВОЙ 
РИМАНОВОЙ КРИВИЗНЫ 

Пользуясь нормальными координатами Римана, можно установить заме- 
чательные свойства нормальн»х римановых пространств переменной кри- 
визны в том случае, когда эта кривизна в любой точке и в любом на- 
правлении отрицательна или равна нулю. 

I. Свойства линейного элемента в нормальных координатах 

1. В п556 мы дали определение нормального риманова пространства. 
Здесь мы сделаем еще одно дополнительное предположение, быть может, 

впрочем, лишнее; мы предположим, что в любой части пространства, 
определенного аналитически с помощью системы координат и’, коэфи- 
циенты 2,, фундаментальной формы допускают непрерывные частные 

производные ирех первых порядков !), причем сама эта форма является, 

конечно, определенной, положительной. При этих условиях Г будут иметь 
непрерывные частные производные двух первых порядков, а К, „, —не- 
прерывные частные производные первого порядка. 

На основании классических теорем теории диференциальных уравнений 
мы можем утверждать, что величины и’ — (и’),, рассматриваемые как 
функции координат 

Х1 = 415, ..., x"=a"s, 

нормальных в точке (и’), допускают непрерывные частные производные 
двух первых порядков. То же можно сказать относительно компонент 

вектора, который получается в результате параллельного переноса не- 

которого определенного вектора вдоль геодезической, выходящей из 

точки (и). 
2. Вместо того, чтобы непосредственно рассматривать линейный элемент 

пространства 452, данный в нормальной системе координат, мы определим 

его как сумму квадратов проекций бесконечно малого вектора /И/М'’ на 
оси прямоугольной координатной системы с началом в М, подходящим 
образом подобранной. Для этого мы возьмем определенную локальную 

систему координат (К), связанную с точкой О(и’),, и перенесем ее па- 
раллельно вдоль геодезической, соединяющей О с М. Этого сделать 
нельзя, если не существует геодезической, соединяющей эти две точки; 
поэтому мы оставим без рассмотрения те части простран тва, 

1) Вместо двух, как мы это предполагали в п? 52.
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точки которых не могут быть соединены с точкой О геодезической 
линией. Наоборот, если существует несколько геодезических, соединяю- 
щих О с М, то мы свяжем с М ровно столько же локальных коорди- 
натных систем, причем каждой из этих систем будет соответствовать 
координатная система, нормальпая в М. 

Обозначим через 

а, а, ..., а, 

направляющие параметры вектора, касательного в О к некоторой гео- 
дезической, причем параметры эти пусть будут связаны с местной коор- 

. динатной системой (Ю,). Величину этого вектора мы не подчиним пока 
никаким ограничениям. Положим далее, что нормальные координаты 
точки М, лежащей на этой геодезической, равны 

~ 

X, =a, x,=a,f, ...,x%,—a,t, (1) 

так что длина дуги ОМ будет: 

  

s=tVai+a?+...+a3. (2) 

В общем мы вводим (п - 1) координат: 

3. Обозначим через ®,, ®., ..., ю, — проекции на оси локальной ко- 
ординатной сисгемы (Ю) с началом в М бесконечно малого вектора, 
компонентами которого относительно естественной локальной коорди- 
натной системы с началом в М будут величины 41, 4и?, ... 4и”, Вели- 
чины © представляют собою формы, линейные относительно du', ..., du”. 
причем коэфициенты этих форм допускают непрерывные частные произ- 
водные двух первых порядков. 

Вращение около М, благодаря которому основные векторы локальной 
координатной системы (Ю) становятся параллельными основным векторам 
системы (АЮ'), связанной с соседней точкой М’, определяегся системой 
бивекторов, компоненты которой относительно (Ю) мы обозначим ®;, = 
= —®.,. Это — формы, линейные относительно 4и!, ... 4и", коэфициенты 

которых допускают непрерывные частные производные первого порядка. 
Если менять только #, а параметры а; оставить неизменными, то бес- 

конечно малый вектор /М/М' будет иметь в качестве направляющих пара- 

метров как раз величины а; и, следовательно, формы в; сведутся к 

  

9; = а; 4. 

Точно так же, перемещая параллельно локальный л-эдр (Ю) вдоль 
геодезической ОМ, получим: 

w ;, = 0.
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Положим: 

®; — а; + oO, 

_ (3) 
OF || O45 

новые формы ®; и 0; ‚ будут линейны относительно 4а,, da,,..., da, u 
при #&=0 будут превращаться в нуль. 

4. Мы видели (п° 185), что векторный интеграл \ АМ, взятый вдоль 

бесконечно малого замкнутого контура (цикла), равняется нулю. Значит, 
абсолютная внешняя производная векторной формы w, равна нулю, 
т, е. (пб 183): 

wf + > [o, ,0,] = 0. (4) 

Точно так же, обозначая yepes Y,, компоненты системы бивекторов, 
характеризующей вращение, ‘ассоциированное с нашим циклом, получим 
формулы (п? 160): 

wig + > [Фо] — Qs. (5) 
i 

Мы будем применять формулы (4) и (5), используя два символа дифе- 
ренцирования: 4 и 9, из которых первый соответствует изменению одной 

только переменной {, а второй — произвольному изменению перемен- 
ных @,, а. ..., @„. Из (3) получаем: 

о; (4) =а,4 w,,(d)=0 

9; (8) =o, (8), ®;; (8) = 0; (8). 

Отсюда, применяя (4) и (5), получаем: 

dw, (3) —8a,dt — > a,0,;(8) dt = 0, 

do, (6) = > Ri 5, yg rs в. 04 

ИЛИ 

Чо; ($ — 
“ow = ва, + > 4,0; (8), 

k 

doy (5) __ 
Te = DR a,, (6). 

| 

Эти формулы являются основными. 
5. Вообще говоря, мы уверены только в том, что коэфициенты форм ®; 

и ®;,, если их рассматривать как функции переменных Е, а,, а,,...а„, 
допускают непрерывные частные производные первого порядка; однако 

(6)
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уравнения (6} показывают нам, что формы ®;, представляющие собою 
линейные комбинации да,,..., ба,, допускают непрерывные частные про- 
изводные второго порядка по переменной ¢. Если мы продиференцируем 
по { первую группу уравнений (6), то, учитывая вторую группу, получим: 

Po) У А, нам, (8). (7) 
| 

Отсюда следует: 

42%; (5 

> 0; (8) Foi) = => Кы, 32,2, 0, ‚ ($) о, (8) = 
i,k, r,s 

= У Rus, 91%; 2) — 2,0, @] [2,0, (2) — 2,0, (8)]. 
kt, (rs) 

Если правую часть помножить на квадрат меры бивектора, опреде- 
ленного векторами (а,} и [®,;(8)|, то получим выражение, которое только 
знаком отличается от римановой кривизны пространства в направлении 
элементарной площадки этого бивектора. Гипотеза, сделанная нами от- 
носительно знака римановой кривизны пространства, дает нам сейчас же 
основное неравенство: 

у 

У, 0) Oso. (8) 

| Хе! |>2», [4% |. (9) 

6. Будем сумму №0? рассматривать как функцию переменного # (а ве- 
личины а; и 6а;, будем считать параметрами). И сама эта сумма и ее 
первая производная превращаются в нуль при #=0; вторая же ее про- 
изводная положительна; поэтому и сама сумма существенно положи- 
тельна. Вследствие неравенства (9) это заключение могло бы быть 
ошибочным для системы значений (4, и, ба;) только в том случае, если 

dw, 
бы для всех значений 2, заключенных между 0 и &,, мы бы имели че = = 0. 

Но согласно (6) начальное значение этой производной равно да;, значит, 
необходимо, чтобы все диференциалы да; были равны нулю. 

2 ~~ 2 
[Tpu AwOux 3Ha4eHUAX GeAUXUH da,, da,, ..., da, CYMMA WO + .-+ + On 

представляет собою определенную положительную квадратичную 
форму. ° 

2 —2 
7. Можно пойти еще дальше. Рассмотрим функцию Ио! +... +0, 

которая равна нулю в начале координат и производная которой по Е при 

{—=0 равняется Уд? +... + д4а?. 
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Нетрудно проверить формулу: 

_ dw, _ 4%; _ 4%, \ 3 i 

Lae Sean) 
4 (у... +) +67 50. 

: yi (ee) 
Таким образом, имеем: 

  

  

    

V of +... to2>tV da? + da +...4da’, 

или окончательно: 

о? Ро... о? (da? + аа? +... +аа?). (10) 

8. Возвратимся теперь к нормальным координатам Х,. Линейный эле- 
мент пространства 45% зависит только от этих коорлинат, т. е. от п 
комбинаций 2; поэтому его можно получить из предыдущих формул, 

полагая #=1, а, > х,. При этом 45% сведется к 9 +... - 02, а фор- 
мула (10) примет вид: 

45% > ах! тах +... + ах?. (11) 

Ограничимся следующими двумя следствиями этой формулы: 
‚1. В любой точке М пространства, которую можно соединить 

с О геодезической, функциональный определитель нормальных когрди- 
нат х; по отношению к переменным ш отличен от нуля, потому что 
он равен корню квадратному из отношения дискриминантов линейных 
элементов, из которых один выражен в переменных х,, а другой — в пе- 
ременных и’. 

2. При отображении пространства Римана на нормальное евкли- 
дово пространство риманово расстояние между двумя точками всегда 
больше соответствующего ев‹лидова расстояния (или равно ему). 

Мы уже доказали это свойство (п? 201) для области, лежащей в не- 
посредственной близости к точке О. 

Можно было бы потребовать, чтобы параметры а; удовлетворяли со- 
отношению: 

Иа... а = 1; 

нетрудно проверить, что при этом получится: 

ds*>dt?-+ t?(da?+...4+ da?), (12) 

причем ¢ обозначает теперь длину геодезической ОМ.
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П. Покрывающее односвязное пространство 

9. С помощью нормального линейного элемента данного риманова 
пространства, которое мы обозначим через &, можно определить нор- 
мальное односгязное пространство &’, гомеоморфное евклилову простран- 
ству; точками этого пространства будуг точки М пространства ©, которые 
могут быть соединены с О дугами геодезических; если между Ои М 
можно провести несколько дуг геодезических, то будем считать, что М 
порождает соответствующее число различных точек в пространстве €’, 
Иными слотами, любая точка &’ представляет собою систему, состоящую 
из точки /М пространства © и нормальных координат (х., ..., Х„) этой 
точки. 

Ясно, что каждой точке пространства ©’ соответствует одна и только 
одна точка пространства &, но точке © может соответствовать несколько 
точек &’. Покажем, что любой точке & соответствует по крайней 
мере одна точка в ©’, т. е., что любая точка пространства © может 
быть соединена с О дугою геодезической линии. 

10. Действительно, соединим О с М произвольной непрерывной кри- 
вою (С). Мы можем, по крайней мере вблизи О, развернуть кривую (С) 
на пространство &’, т. е. рассматривать совокупность непрерывно меняю- 
щихся значений нормальных координат (x,, ..., х„) точек кривой (С). 
Это развертывание можно выполнить для всех точек кривой (С). 
Действительно, предположим противное и обозначим через А первую 
предельную точку множества тех точек (С), которые не имеют соответ- 
ствующих точек в ©’. . 

Мы никогда не достигнем точки А; действительно, в противном случае 
она имела бы определенные нормальные координаты (х,, х,, ..., х,); 
при этом функциональный определитель функций х; по отношению к пе- 
ременным #; не равен нулю вблизи А; значит, развертывание можно было 
бы продолжить во всех точках, достаточно близких к А, а это проти- 
воречит сделанным предположениям. 

До точки А мы никогда не дойдем, но мы дойдем до всех точек, 

предшествующих 4; нормальные координаты х,, ..., х, этих точек имеют 
по крайней мере одну систему предельных значений "хе, ..., №6); дей- 
ствительно, в силу (12) мы имеем: 

хе жа ... + хх? <: 

где через [ обозначена общая длина дуги (С), а это показывает, что 
множество точек (х.,..., х„) ограниченно. При этом мы не можем иметь 
более одной предельной точки, потому что на кривой (С) между точками 
О и А имеем согласно (11): 

4$ > 1х +... + ах, 

так что евклидово расстояние между двумя точками (х,) и (х,), соответ- 
ствующими двум точкам кривой (С), достаточно близким к А, остается 
все время сколь угодно малым. 

Итак, мы достигнем точки А при нашем процессе; ее нормальные ко- 
ординаты будут (х!,..., хи); мы пришли таким образом к противоречию.
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Пространство € целиком покрыто геодезичекими, выходящими из 
одной какой-нибудь сго точки. 

11. Назовем &’ покрывающим пространством для пространства &; 
по отношению к последнему оно играет ту же роль, какую евклидово 
пространство играет по отношению к нормальным локально-евклидовым 
пространствам. Оно односвязно и гомеоморфно евклидову пространству. 

В частном случае, когда пространство © само является односвязным, 
т. е. когда любой замкнутый контур в нем непрерывной деформацией 

может быть стянут в точку, мы можем доказать, точно так же, как это 
было сделано в гл. Ш (п? 61), что любой точке & соответствует одна 
единственная точка &’. Таким образом существует взаимно-однозначное 
соответствие между точками обоих пространств и, следозательно, между 
точками ;анного риманова и точками евклидова пространства с коорди- 
натами (х.,..., Х,). 

Значит, любое нормальное риманово пространство, односвязное, ри- 
манова кривизна которого повсюду отрицательна или равна нуло, 
гомеоморфно евклидову пространству. 

Это предложение не является простой тавтологией. Например, MEY можем 

себе представить а рой пространство, гомеоморфное объему, закл:о- 
ченному между двумя концентрическими сферами (с точки зрения метрики 
нашего пространства поверхности этих сфер будут лежать в бесконеч- 
ности). Такое пространство не может иметь повсюду отрицательную или 
нулевую кривизну, потому что хотя оно и односвязно, но не гомеоморфно 
евклидову пространству, оно содержит замкнутые поверхности, которые 
непрерывной деформацией не могут быть стянуты в точку. 

Ш. Геодезические линии односвязных пространств 

12. Если риманово пространство односвязно, 220 через любые две его 
почки проходит геодезическая, и притом только одна. Действительно, 
пусть одна из данных точек играет роль точки О предыдущих парагра- 
фов, тогда другая точка М будет иметь единственным образом опреде- 
ленные нормальные координаты, в свою очередь определяющие един- 
ственную геодезическую, соединяющую Ос М. Эта геодезическая может 
быть продолжена за точку М до бесконечности (значит и за первую 
точку); таким образом она ни в коем случае не может быть замкну- 
той. Формула (12) показывает, что геодезическая ОМ короче любой 
‘другой линии, соединяющей О с М. 

Далее, формула (11) показывает, что если через / обозначим плину 
произвольной кривой, соединяющей точки Ми М’ с нормальными ко- 

ординатами (х;) и (х.), то получим: 

> (хх (р... (Хх, 

Прилагая этот результат к геодезической ММ’ греугольника ОММ', 
мы видим, что любой геодезический треугольник со сторонами а, 6, с 
и углами А, В, С удовлетворяет неравенству: 

c? > a* + b4— 2ab cosC; (13) 

„р
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в частности в прямоугольном геодезическом треугольнике квадрат ги- 
потенузы больше (или в крайнем случае равен) суммы квадратов двух 
катетов. Длина геодезической ОА, нормальной к геодезической Г, про- 
ходящей через А, осуществляет таким образом минимум расстояния от 
точки О до некоторой переменной точки кривой Г. 

13. Из этого последнего свойства вытекает, что расстояние ОМ от 
некоторой определенной точки О до переменной точки, лежащей на 
геодезической Г, не может иметь максимума, хотя бы относительного, 
потому что геодезическая, соединяющая О с соответствующей точкой Г, 
была бы нормальна к Г (п°95). Но, с другой стороны, это расстояние 
неограниченно возрастает, когда точка М кривой Г удаляется в беско- 
нечность. Поэтому оно имеет минимум, притом единственный, и, следо- 
вательно, из любой точки О на любую геодезическую Г можно опу- 
стить гвосезический перпендикуляр и притом только один. Длиною 
этой геодезической измеряется расстояние от О до Г. 

14. И этот, и ряд новых результатов могут быть получены на ином 
пути, именно, если ввести другую форму линейного элемента простран- 
ства. Возьмем основную геодезическую Г, выберем на ней начало Аи 
определенное положительное направление. В произвольной точке Р кри- 
вой [Г с криволинейной абсциссой ци восставим какой-нибудь геоцезиче- 

ский перпендикуляр С. Свяжем с А ортогональный локальный пй-эдр (Ю.,), 
п-Йй основной вектор которого касателен к Г. С любой точкой М кривой С 
свяжем локальный п-эдр (Ю), который получается из (А,) в результате 
параллельного переноса последнего из А в Р вдоль Ги далее из Рв М 
вдоль G, 

Положение точки /М определится следующими данными: 

1. Абсциссой и точки Р. 
2. Направляющими параметрами (а,, ..., а„_1) геодезической С в точке Р 

относительно локального п-эдра, связанного с этой точкой. 

3. Величиною #>0, произведение которой на 

  
Им... ая 

‚дает длину дуги МР. 
Из введенных таким образом (п 1) координат и последних ' входят 

только в и—1 произведениях х, = 4.. 
Сохраняя обозначения п? 3, получим: 

0, =adt+o, (i=1,...,2—1), | 
Oo, = о р (14) 

®;, — Oy) (i, /=1,..., 2), 

причем формы ®;, ®,„, ®;, линейны относительно du, da,, ..., da,_, 4 

равны нулю при #{=0, за исключением формы ®,, которая при 2==0 
равна 4и. 

Уравнения (4) и (5) сохраняют силу; при тех же соглашениях, что 
и выше, они приводяг к соотношениям:
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k=n- | 

dw,(8 
4910) = ba,+ Хы @ HbA ead, 

; k=n—1 

d W,, 
4%. ® > Ay Op, (2), (9) = 

dw,;(8 doy) = Уна, о, (i, 7=1,2...n). 

а®; ‚, dw 
Начальное значение a © < п) равно таким образом да,, тогда как — 

имеет начальное значение, равное нулю. 
15. Из соотношений (15), точно так же как в п°5, выводим нера- 

BEHCTBO: 

в Уз: >25 (16) 
1—1 

  

Отсюда можно вывести те же самые заключения. Форма Ув? OTHO- 

сительно переменных @44., аа., ..., 4а„_1,@и, равная 4и? при #=0 и 

производная которой по Ё равна нулю при {=0, будет при {=& больше 4и?, 
Aw; 0 

~~ > 
по крайней мере в том случае, когда во всем интервале (0, &) —" 

в частности 44а; =0. 

Диференциальная квадратичная форма Хю?! относительно перемен- 
ных du, 4а,..., аа. является определенной положительной формой, 
и притом большей, чем аш”. 

Но 45“ пространства зависит только от и и от произведений х; = #4; 
поэтому, чтобы получить 45, достаточно положить всюду #=1, а; =х,,. 
Из этого мы заключаем, что он представляет собою определенную по- 
ложительную квадратичную форму, превосходящую по величине du, 

Но можно действовать и иначе, именно, можно сЕязать параметры а, 
соотношением: 

ата... а =1; 

нетрудно проверить, что тогда будем иметь: 

45 = Во... Но > ай ай. (17) 

16. Пользуясь одной из двух полученных нами форм для 4$*, можно 
было бы показать, как мы это сделали в пб 10, что из любой точки М 
пространства можно провесги одну единственную геодезическую С, пе- 
ресекаюшую Г и нормальную к ней, что, впрочем, нам уже известно. 
Неравенство (17) дает снова теорему о том, что в прямоугольном тре- 
угольнике квадрат гипотенузы больше, чем сумма квадратов двух кате- 
тов (в крайнем случае равен ей).
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Применим к разысканию геодезических линий пространства уравнения 
о Лагранжа (пб 37), используя форму (17) квадрата линейного элемента. 

Соответствующее уравнение нам даст: 

dt 1 — 0% 2. 
ist ds Oy! op =O 

$ 

— ды 
но функция SoS равная нулю при {=0, имеет заведомо неотри- 

цательную производную по {; значит, и сама она неотрицательна. Сле- 
довательно, если перемещаться вдоль геодезической линии С, то вто- 

рая производная от рагстояния Ё между переменкой точкой на этой 
геодезической с криволинейной абсциссой $ и основной геодезической Г 
по переменной $ либо положительна, либо равна нулю. 

Итак, расстояние # не может иметь максимума. При этом возможны 

два случая: 

1. Расстояние { имеет минимум, который согласно формуле, данной 
в 1295 (стр. 103), соотв-тствует геодезической Мум,, ортогонально секу- 
щей обе ланные геодезические (в том случае, конечно, если эти геоде- 
зические не пересекаются; в противном случае минимум будет, очевидно, 

равен нулю). В этом случае расстояние # от точки М кривой G до Г 
неограниченно возрастает, когда точка М удаляется от М, в любом на- 
правлении. Две геодезические имеют общий перпендикуляр, и притом 
ТОЛЬКО ОДИН. 

2. Расстояние #{ является все время возрастающей или все время` убы- 
вающей функцией от $. Например, при $— — со, #2 + с® и при $ —+ - ©, 
[ —й, где Йй — некоторое число, положительное или равное нулю. В этом 
случае говорят, что геодезическая, ориентированная в направлении воз- 
растающих $, является асимптотой кривой Г. 

17. Если С является асимптотой Г в направлении возрастающих $, 
то основание в перпендикуляра Мы, опущенного из М на Г, уходит 
в бесконечность, перемещаясь все время в одном направлении, когда $ 
стремится к -с®. Действительно, пусть А — некоторая определенная 
точка на С, и Аа— перпендикуляр, опущенный из А на Г. Возьмем на 
С точку М, лежащую за 4; при возрастании $ расстояние Мы умень- 

шается, значит, угол АМ — тупой (п? 95); следовательно, в силу (13) 
расстояние Ам больше АМ. Как только АМ превзойдет Ай, расстояние 
Ай наверное станет больше, чем Аа; точка 4 на кривой Г все время бу- 
дет находиться по одну сторону от &; но, с другой стороны, расстоя- 
ние „Ац неограниченно возрастает; значит, точка ц на Г уходит 
8 бесконечность !'). 

1) Если бы С не была ассимптотой Г, то подобное обстоятельство могло бы и 
не иметь места. Заметим еще, что точка и не обязательно должна была бы пере- 
мещаться все время в одном направлении, по крайней мере в случае п >> 2. Дей- 
ствительно, проведем через точку Ру на Г всевозможные геодезические, нормаль- 
ные к Г; они образуют гиперповерхность, геодезическую в Рь но, вообще говоря, 
не вполне геодезическую. На этой гиперповерхности можно будет найти две 
точки М и М такие, что геодезическая ММ не будет лежать на гиперповерхности. 
Сснование перпендикуляра, опущенного из переменной точки этой геодезической 
на Г, пройдет через точку Ру, чтобы удалиться от нее и снова к ней вернуться.
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Благодаря этому расстояние между в и С остается ограниченным 
(и меньшим Й), когда 4 уходит в бесконечность; следовательно, если С 
является асимптотой Г, 70, и обратно Г является асимптотой G. 

Точно так же видим, что две геодезичес‘ ие С. и С,, являющиеся асимп- 
тотами к третьей геодезической Г, и притом в одном и том же 
направлении, являются асимптотами друг по отношению к другу, 
потому что на С; и С. можно найти уходящие в бесконечность точки 
М, и М,, расстояние между которыми ограничено. 

Наконец, можно доказать, что через любую точку, не лежащую на 
геодезической Г, проходит одна единственная геодезическая, являющаяся 
асимптотой к Г в заданном направлении !). 

[У. Многосвязные нормальные. пространства 

18. Если данное пространство © не является односвязным, то некото- 
рые из доказанных нами только что теорем теряют силу; однако все эти 
теоремы сохраняют силу в покрывающем пространстве 6’; изучение по- 
крывающего пространства ©’ показывает, как нужно видоизменить эти 
теоремы, чтобы они выполнялись и в основном пространстве. В част- 
ности, если даны две точки О и А пространства &, то через эти точки 
проходит ровно столько геодезических; сколько в пространстве С” имеется 
точек 2", соответствующих А, т. е. столько, сколько существует между 
Ои А путей, не сводимых один к другому. 

Для большей ясности рассмотрим точки пространства &', соответствую- 
щи: точке О пространства &.. Пусть 

} , , , 
О, О:, О., ee ey my 2 0 

— эти точки. Каждой из них О; соответствует точечное преобразование 
(изометрия) пространства ©’, переводящая О’в О; и сохраняющая ли- 
нейный элемент пространства &’. Все эти изометрические преобразования 
образуют группу ©, которую можно назвать грумпой связности про- 
странства &; она аналогична группе голономии локально-евклидова про- 
странства (л° 64). Ни одно из преобразований этой группы, кроме тож- 
дественного, не имеет неподвижных точек в пространстве &’. Таким 
образом группа © — прерывная группа. 

Пользуясь преобразованиями этой группы, можно в пространстве &' 
построить фунжаментальную область %№, представляющую пространство 
С, т. е. такую область, каждой точке которой соответствует одна и 
только одна точка пространства ©. Положим для простоты п=3. 

1) Все эти свойства впервые были доказаны (для п = 2) Anamapom (J. Hadamura) 
в его прекрасном Memyape: Les surfaces a courbures opposées (Journal de Mathé- 
inatiques” pures et appliques, 5 cepua, T.4, 1898, crp. 27—73)..Bnpouem 9TOT выдаю- 
щийся геометр указал на возможность распространения своих результатов и на 
случай произвольного п; для этого он использовал доказанное им же предложе- 
ние, согласно которому поверхности, представляющие собою геометрическое 
место геодезических, имеют всюду отрицательную риманову кривизну. Cm. Sur la 
courbure dans les espaces a plus 4е 4еих Чтьпзюоп$ (Procés-verbaux des 
Séances de la Société des Sclences physiques et naturelles de Bordeaux, 1897— 
1898, стр. 85— —87). При п =3 это свойство является непосредственным следствием 
теоремы п° 170.
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Рассмотрим поверхность У, представляющую собою геометрическое 
место точек пространства &’, равноотстоящих от О’и О}. Очевидно, эта по- 
верхность разделит €' на две различные области, каждая из которых 
(например та, которая содержит О’) односвязна и гомеоморфна евклидову 
пространству. Это основывается на том, что нашу область можно получить, 
построив все полугеодезические, выходящие из О’, и взявши на каждой 
из них либо конечный сегмент О’Р’, либо всю полугеодезическую. Мы 
видим, жействительно, что если точка Р’ равноулалена от О’и Оз, то 
все точки геодезической О’Р’, расположенные между О’'и Р', лежат ближе 
к О’, чем к О}, а те, которые расположены за Р’— ближе к О, 
чем к О". 

Можно добавить, хотя это и не является необходимым для дальней- 
шего, что поверхность У; состоит из одной полости; действительно, 
если Р’и О’— две ее точки и если, что всегда можно предположить, 
все точки М’ геодезической Р’О’, расположенные между Р’и О', больше 
удалены от О’, чем от О;, то на каждой из геодезических О’М’ бу- 
дет точка, расположенная между О’ и М’, принадлежащая поверх- 
ности И; ' 

19. Из предыдущего следует, что часть пространства ©’, состоящая 
из всех точек, лекащих по ту же сторону, что и О’, относительно всех 
поверхностей и, как раз и образует искомую фундаментальную область $}. 
Эта область может быть ограничена конечным или бесконечным числом 
граней 5%, представляющих собою каждая некоторую часть соответству- 
ющей поверхности И; и попарно связанных основными изометриями 
группы ©. Область № односвязна и гомеоморфна евклидову пространству, 
потому что мы получим ее, взяв на каждой полугеодезической, выхо- 
дящей из О’, определенный отрезок О’Р’ (или всю полугеодезическую 

целиком). 
Мы видим теперь, что если п-мерное пространство может быть 

снабжено нормальной метрикой с повсюду отрицательной или ну- 
левой кривизной, то оно должно обладать следующим свойством: 
будучи сделано од‹освязным поср2дством системы (п—1)-мерных 
перегородок, оно станови‘ися гомеоморфным евклидову пространству. 

20. Наконгц, мы можем обобщить замечание, сделанное (n°68) при 
изучении локально-евклидовых пространств, именно замечание о том, 
что гоуппа связчости 3 состоит из бесчисленного множества операций. 
Действительно, если бы группа ® была конечной, то О’ имела бы ко- 
нечное число гомологичных точек От, О’,..., О’. Обозначим через 
г; расстояние от произвольной точки пространства &’ до точки О; и рас 
смотрим функцию 72 -{ г? ‚+ ... + 77_1. Множество ее значений имеет, оче- 
ВИДНО, НИЖНЮЮ грань а? ‚ которая достигается по крайней мере в одной 
точке А’. Если обозначим через а; угол, который образует в точке А’ 
геодезическая А’О; с некоторым раз навсегда выбранным направлением, 

то, используя условия экстрэмума в точке А’, получим (п? 95): 

Tr, COS Ay +7, COS A, + ++. + 7-1 с0$ A,~-~1 = 9. 

Пусть теперь В’— произвольная точка пространства &', d — расстояние 
А’В' и 2, — угол, образованный в А’ двумя геодезическими А’О; и А’В’.
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В силу формул (12) получим: 

га > ТЕ -- 4* — 2 4г, соза,, 
следовательно: 

У > Ули. 
i i 

® 

Таким образом, нижняя грань а° значений функции № 7’? может быть 

достигнута только в одной ‘точке А’. Очевидно, любое преобразование 
группы ©, переставляющее точки О’, О\,..., О’, оставляет непод- 
вижной точку А’, а это, как мы знаем, невозможно.



БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ УКАЗАТЕЛЬ 

1. Gauss, 015 а Нопез репега!ез с1гса зирегНс!ез сигуаз (представлено научному 
обществу в Гёттингене в 1827 г; опубликовано вСошшепт! 5ос. @бЕЕ. гесепт; 
6, 1823—1827; безаш т. \егКе, 4, Об преп, 1873, стр. 217 и след.). 

2. Riemann (B.), Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde legen 
(Habilitationschrift, 1854; G6tt. Abh.; 13, 1868,crp.1; Gesamm. Werke. 2-e u3- 
manne, Leipzig 1892, crp. 272). 

Этот фундаментальный мемуар Римача был издан с примечаниями Вейля 
(ВегИп 1919, 3-е изданиз 1925). 

3. Riemann (B.), Commentatio mathematica, etc. (Gesamm. Math. Werke, 
стр. 370—380). 

4. Lamé (G.), Lecons sur les coordonnées curvilignes (Paris 1859). 

>. Christoffel (E. — B.), Ueber die Transformation der homogenen Dlifferen tialaus- 
driicke zweiten Grades (J. de Crelle, 70, 1869, crp. 46—70). 

6. Beltrami (E.), Saggio di interpretazione della Geometria non euclidea (Gior- 
nale di Matem.,, 6, 1869, ctp. 284—312; ppanu. nepesog J. Hoiiel, Ann. Ecole 
Norm., 6, 1869, crp. 251—288). 

7. Beltrami (E.), Teoria fondamentale degli spazii di curvatum costante (Annali 
di Matem, 2-a cepua, 2, 18638, ctp. 232—255, франц. перевод J. Hoiiel, Ann. 
Ecole Norm, 6, 1869, crp. 345—375). 

8. Schur (F.), Ueber den Zusammenhang der Raume constanten Kriimmungmasses 
mit den projektiven Raumen (Math. Ann., 27, 1886, crp. 537—567). 

9. Klein (F.), Ueber die sogenannte nicht-euklidische Geometrie (Math. Ann., 
4, 1871, сто, 573—625; 6, 1873, стр. 112—145). 

10. Klein (F.), Zur nicht-eukidischen Geometrie (Math. Ann., 37, 1890, crp. 
514—512). 

- 11. Кат (Р.), Мев-еоКН915сВе деотеше (литограф. лекции, два тома, Гёттинген 
1893). 

12. Klein (F.), Conférences sur les Mathématiques, nepesog L. Laugel (Paris, 
Hermann, 1898). 

13. Killing (W.), Die nicht-euklidischen Raumformen in analytischer Behandlung 
(Leipzig 1885). 

14. Darboux (G.), Lecons sur la théorie der surfaces, t. III (Paris, Gauthier- 
Villars, 1894). 

15. Ricci (G.) et Levi-Civita (T.), Méthodes de calcul différentiel absolu et 
leurs application (Math. Ann., 54, 1901, ctp. 125—201). 

16. Ricci (G.), Formole fondamentali nella teoria generale delle varieta e della 
loro curvatura (Rend. Accad. Lincei, 5-4 cepusa, 111, 1902, стр. 355—362). 

17. Ricci (G.), Sulle superficie geodetiche in una varieta qualunque e in parti- 
colare nelle varieta a tre dimensioni (Rend. Accad. Lincei, 5-a cepua, 121, 1903, 
стр. 409—420). 

18. Ricei (G.), Direzioni e invarianti principali di una varieta qualunque (Atti 
R. Istit. Veneto, 63, 1904, crp. 1233—1239). 

19. Levi-Civita (T.), Nozione di parallelismo in una varieta qualunque (Read. 
Circ. matem. Palermo, 42, 1917, crp. 173—205). 

16 Картан



242 БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ УКАЗАТЕЛЬ 

20. Bompiani (E.), Sugli зра21 сиг (А { {1 В.Тзь Уепето, 80, 1921, стр. 355— 
386; 839—859; 1113—1145). 

21. Weyl (H.), Raum, Zeit, Materie (5. Auflage, Teubner, 1928). 
22. Struik (D.—J.), Grundziige der mehrdimensionalen Differentialgeometrie in 

direkter Darstellung (Berlin, J. Springer, 1922). 

Эта работа снабжена подробной библиографией. 
23. Schouten (J.— A.), Der Ricci-Kaikiil (Berlin, J. Springer, 1924). 
24. Bouligand (G.), Lecons de Géométrie vectorielle (Paris, Vuibe t, 1924). 
25. Levi-Civita (T.), Lezioni di calcolo differenziale assoluto (Romo, A. Stock, 

1925, немецкий nepesog: Absolute differentialcalcul, Berlin, J. Springer, 1927). 

26. Cartan (E.), La Géométrie des espaces de Riemann (Mé morial Sc. math., 
fasc. IX, 1925). 

27. Eisenhart (L. — Pf.), Riemannian Geometry (Princeton University Press, 1926).



ОГЛАВЛЕНИЕ. 

Предисловие . . . ® e s e © e ® ® ® ® ® ® ® ® e e ® e ® ® ® e e ® e ® e 

Глава [I 

Декартовы координаты; векторы, поливекторы, тензоры 

Г. Векторы, декартовы координаты. ... еее еее. 
П. Бивекторы, системы бивекторов „. 2. +. + 2s ee we se ew a 
Ш. Тривекторы . еее we we ww he 
ГУ. Поливекторы. .. еее еее 

\У. Дополнительные поливекторы ... еее еее еее. 
УТ. Скользящие поливекторы ...... ооо вне 
УП. Приложение к дв; жзнию твердого тела, имеющего неподвижную точку . 
УШ. Тензоры ® ° ° ® . e ° ° ° ° e ° e e ® e ° ® ® ® e e ° e ° ® e ® . ® 

Глава П 

Криволинейные координаты в евклидовой геометрии 

. Линейный элемент пространства в декартовых координатах ..... 
Н. Основная теорема метрической геометрии. ........ .. 
Ш. Локальная реконструкция пространства по его линейному элементу. . 
ГУ. Абсолютное диференцирование. Кинематические приложения. Уравне- 

ния Лагранжа . 1. 1 we ee te ww th te wwe еее 
\. Тензорный анализ... еее сене 
УТ. Необходимые условия, которым удовлетворяет линейный элемент 

евклидова пространства ...... еее сие 
УП. Линейные элементы евклидова пространства ое ее 

p
a
g
 

Глава Ш 

Локально-евклидовы пространства 

Г. Понятие многообразия ... ооо ооо 
П. Локально-евклидовы пространства . ею. уе 
Ш. Нормальные локально-евклидовы римановы пространства. ...... 
ГУ. Группа голономии нормального локально-евклидова пространства... 
V. Фундаментальный полиэдр ..... осно 
УТ. Определение всех нормальных локально-евклидовых пространств ... 
УП. Нормальные локально-эзклидовы пространства двух измерений .... 
УШ. Нормальные локально- евклидовы пространства и элементарная геометрия 

Глава IV 

Евклидовы пространства, касательные и соприкасающиеся 
по отношению к пространствам Римана 

Г. Касательное евклидово пространство ..... уе... 
I]. Соприкасающееся евклидово пространство....... .... 
Ш. Евклидово пространство, соприкасающееся с римановым BROAD кривой 

ЛИНИИ ® e e ° . e e ® 

ГУ. Приложение к теории поверхностей обычного пространства с... 

16% ae 

Cmp. 

B
R
E
 

e
e
 

OQ
) 
=
 

02 

86 
90 

99 
105



244 

Н. 
Ш. 

IV. 

VI. 
УП. 

УШ. 

П. 
Ш. 
ГУ. 

. Риманова кривизна пространств более чем трех измерений. Простран- 

VI. 

IV. 

УП. 

I. 
II. 
Ш. 
IV. 
V. 

Прибавление 1. Об аксиоме плоскости и кэлиевых геометриях сое 

. Движение, ассоциированное с циклом ...... 

. Векторные кривизны. Первля их интерпретация 
VI. 

ОГЛАВЛЕНИЕ 

Глава У 

Геодезические поверхности; аксиома плоскости и аксиома 
свободной подвижности 

Стр. 
Поверхности. геодезические в точке; теорема Севери..... 
Вполне геодезические поверхности; плоскости ..... ее 
Аксиома плоскости и аксиома свободной подвижности пространства , 

Глава У 

Неевклидовы геометрин. Сферическое, эллиптическое 
и гиперболическое пространства 

Сферическая геометрия двух измерений ... уе... 
.Эллиптическая геометрия двух измерений ...... еее. 

Г]. Гиперболическая геометрия двух измерений........... 
Конформное представление сферической и гиперболической геометрии. 

. Группа движений неевклидовых геометрий.. „ие... 
Трехмерные неевклидовы пространства. . еее... 
Локально-сферические и локально- гиперболические нормальные рима- 
новы пространства ... . ... . 
Трехмерные римановы ‘пространства, ‘удовлетворяющие аксиоме плэско- 
СТИ e © $ о @ о ооо «© о о 8 @ . e . ов . e . ° . в оо о . e . . 

Глава УП 

Риманова кривизна 

Тензор Рима та-Христоффеля ........ сое. 
Римачова кривизна двумерных пространств сео 
Риманова кривизна трехмерных пространств. ...... 

ства постоянной римановой кривизны .... уе 
Свернутый тензор кривизны. Главные направления ооо. оо 

Глава УШ 

Тождества Бьянки 

. Внешние диференциальные формы... еее 

. Телзорные диференциальные формы... ..... wee 
Ш. Тождества Бьянки ..........- а... 

Теорема Пуанкаре в римановых пространствах 

Векторные кривизны. Вторая их интерпретация ........ 
Теорема Шура e e ® e e e e . „в e e e e ® ® e ® e s 

Глава IX 

Римановы нормальные координаты 

Нормальные координаты (еее. бе. 
Симметрия и параллельный перенос. оне. 
Параллелограмоид Леви-Чивита .. . . 2. 2 we ew 
Геодезические треугольники... еее 
Круги, сферы, гиперсферы .......... eo 

Прибавление П. О линейной римановой кривизне ... 
Прибавление Ш. О нормальных пространствах отрицательной или. нулевой 

Библиографический указатель. о. зо уу ооо новь .. 
римановой кривизны ........... еее. 

110 
111 
114 

123 
124 
130 
134 
141 
144 

151 

156 

160 
165 
167 
171 

176 
181 

183 
189 
191 
192 
194 
197 
198 

201 
205 
208 
209 
214 

218 
224 

228 
241



Замеченные опечатки 

Страница Строка Напечатано Следует читать 

26 5 снизу = = ajalara:., . а; „= a aya! disk . 
i, j,k i,j,k 

48 9 сверху > = о У wt 
: : 

dP х аи! Ley dP 3 du! 
56 3° снизу at dt ° ‹ мы i ° 

. 4 ‘ ‘ 0. ee ° 

63 8 снизу ха = V c=sin Ф. my aS V c sing. 

81 15 снизу под осью Ох ` над осью Ох 

164 8 сверху xJ + Ax' + Ох - дж. х + Ах - Dx? + ADy*. 

So— S к 6. — © к 
215 6 =“ oe — сверху бк —6’ C Re 

Картан. Геометрия римановых пространств.




	обложка
	титул
	Предисловие.
	Глава I. Декартовы координаты; векторы, поливекторы, тензоры.
	Глава II. Криволинейные координаты в евклидовой геометрии.
	Глава III. Локально-евклидовы пространства.
	Глава IV. Евклидовы пространства, касательные и соприкасающиеся по отношению к пространствам Римана.
	Глава V. Геодезические поверхности; аксиома плоскости и аксиома свободной подвижности.
	Глава VI. Неевклидовы геометрии. Сферическое, эллиптическое и гиперболическое пространства.
	Глава VII. Риманова кривизна.
	Глава VIII. Тождества Бьянки.
	Глава IX. Римановы нормальные координаты.
	Прибавление I. Об аксиоме плоскости и кэлиевых геометриях.
	Прибавление II. О линейной римановой кривизне.
	Прибавление III. О нормальных пространствах отрицательной или нулевой римановой кривизны.
	Библиографический указатель.
	Оглавление.

